K 6.4: Integrerende faktor

Losningsskisser til oppgaver i Kapittel 6.4 -
Integrerende faktor

Teori:

Differensialligninger pa formen y' + f(x) - y = g(x) (line@re i y av fgrste orden) er ikke
separable hvis ikke f(x) og g(x) er tallkonstanter.

Vi trenger derfor en ny lgsningsmetode, som ogsa bygger pa multiplikasjonsregelen for
derivasjon:

(1« €)' =y'ef® +ye"Ofx),  der F'(x) = flx)

e[ﬂx)dx

Vi innfgrer en integrende faktor IF = = "™ og multipliserer

differensialligningen med denne:
y +fx)y = g(x) blirda:  y'ef™ +yefWf(x) = g(x)ef™

Med multiplikasjonsregelen kan vi da gjgre om venstre side av differensialligningen slik
at vi far:

(yeF(x))/ _ g(x)eF(x)
Som vi Igser ved integrasjon: ~ yef® = J' g(x)eWdx
Lgsningen blir da: y = e [g(x)eWdx

Se ogsa oppgave 6.31 under Igsningsskisssene til kapittel 6.1, 6.2 og 6.3.

o . d . . . . .
Naér vi regner ut IF = eI Jed dropper vi integrasjonskonstanter, vi bruker den enkleste vi kan,
uten integrasjonskonstanter!

OBS: Svert ofte kan vi ved a tenke pa multiplikasjonsregelen se hva den integrerende

. . d
faktoren blir direkte, uten a regne ut ej /0 *r

Oppgaver:
632
(e7y) = —e™y+ ey
Altsd har vi: ey’ —e™y = b6x &
(e™y) = 6x <

ety = I6xdx =3x’+C <
y = 3x%e* + Ce*
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633

X3y +5y" +3x%y = cosx < (x> +5)y' +3x%y = cosx
Her er det mulig & se at vi kan bruke multiplikasjonsregelen direkte:

((x* +5)) = cosx < y(x*+5) = Icosxdx = sinx + C

sinx C
X345 X345

y =
Hvis man ikke ser slikt blir det litt mer arbeid:

L ) , '
Vi skriver om til: y' + 22—y = <»&
X745 X745

3x2

IF = e-[ B 2 oG — 3345 (Med variabelskifte u = x3 + 5.)

Den integrerende faktoren var altsa der hele tiden!

635d

y +sinx-y =0

Et poeng, hvis ligningen er separabel, sa er den separable metoden enklere enn
integrerende faktor:

J.%dy = j—sinxdx < Iny = cosx+ D <> y = 0D = poosxpD = (Cpcosx

(
Integrerende faktor blir mer omstendelig:
IF = ¢ sinxdx _ pcosx
som gir:
y/efcosx +ye—cosx sinx = 0 & (yefcosx)’ =0 yefcosx = (C &
y = Cetosx
)
636
a)y' -4y =9
Ogsa separabel: f 9:4‘7 dy = jdx = %ln(9 +4y) =x+D <

In(9+4y) =dx+E < 9+4y = ¥ &
4y = Fe¥ -9 < y = Ce‘“‘—%

Med integrerende faktor: IF = ej T e

—4x\! _ —4x —4x _ 1 ,—4x — X 9
e ™) =% =y =9Le"+(C=y=Ce™ -+
y(0) =2gir:2=Ce’ -2 = C=1Logy=1(17e%-9)

oy +xy=Tr, y-1)=4%
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Multipliserer vi opp x fér vi: xy' +y = 7x?
Multiplikasjonsregel gir direkte: ~ (yx)' = 7x* & yx = Zx*+ C
Og generell 1gsning: y=3x+ 5

Initialbetingelse: + =
Og spesiell lgsning: y =

Lar
Med integrerende faktor:  [F = ej T gnx

Da vér vi ligningen: xy' +y="Tx*

Som vi hadde fra starten av med riktig integrerende faktor!
637 c

v+ zny = 4x

GVx) =dx/x =
YE = 4[xxdx = 4[xTdx = 422

34
2
R (VoL S
638

c)xy' +y = x*sinx

+1

-+ C=42-+C=S(Jx)°+C

| o

]

Igjen, direkte: (yx)' = x%sinx < yx = Ixz sinxdx og to runder med delvis integrasjon:
I= sz sinxdx = —cosx « x> — j(—cosx)Zxdx = —x?Ccosx + focosxdx
I, = jxcosxdx = xsinx — Isinxdx = xsinx +cosx + D

I = —x*cosx + 2(xsinx + cosx) + C = (2 — x?) cosx + 2xsinx + C
yx = (2 —x%)cosx + 2xsinx + C

y = 2sinx + 2’x—)‘zcosx+ L

Med integrerende faktor blir det litt "frem og tilbake er like langt":

Fgrst riktig linezer form: y + Ly = xsinx

Ldx
IerJ." = e = x

Og tilbake der vi var: xy' +y = x?sinx ...

639
(Se ogsa oppgave 6.31!)
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a) Homogen ligning (Hgyre side lik null):  y' +f(x)y = 0
Separabel: J.%dy = —jf(x)dx = Iny =-F(x) +C < yg = Ce*™ QED

b) y = ys + ym gir innsatt:
VS = ys +yu + ) s +yu) = ys +fx)ys + vy + fxX)yn
Da yy er lgsning av homogen ma yj, + f(x)yn = 0,
og da ys er Igsning av y' + f(x)y = g(x) ma ys + fx)ys = g(x)
sa vi far:
VS = g(x)
HS = g(x), sdy = ys + ypy er altsa Igsning.

(Poenget er at yg bidrar med hgyreside g(x), mens yy bidrar med 0, sa tilsammen gir de

g(x).)
Metoden som brukes i denne oppgaven kan da beskrives slik:
® Finn yy som er lgsning av homogen ligning.

Separabel: yy = Ce™™, der F'(x) = f(x)
® Finn ys ved a prgve med noe som kan gi hgyre side, eksempelvis:

HS: ys:
Polynom A + Bx + Cx? opp til tilsvarende grad
ek Aek
sin kx eller cos kx Asinkx + Bcoskx

Konstantene A, B, ... finner vi ved a sammenligne med hgyre siden av ligningen.
9)
y +2y=2x+5
Homogen, separabel: VH = Ce_J. M e
Spesiell: y = A + Bx gir innsatt:
B+2(A+Bx) =2x+5 < 2A+B+2Bx =2x+5
Altsa er: 2B=2 < B=1

2A+B:54:>A=%=2
Vs =2+x

y=yu+ys=Ce ™ +2+x

(Akkurat 1 dette tilfellet sparer denne metoden oss for delvis integrasjon av:
[(2x +5)edx)

d) 1)
y' =2y =e™

Homogen, separabel: VH = Ce_J. T Ce = Ce

Spesiell: ys = Ae’* gir innsatt:
5Ae —2Ae™ = e = 5A-2A=1= A=+
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L

_ 5x
yS_3

e

_ _ 2x 1 ,5x
y=yutys=Ce™+ Fe

. —2d

Med vanlig metode: ~ IF = eI T e
(ye—Zx)/ = Mo — (ye—Zx)/ =¥ = ye—Zx _ %e3x+ C
y = %es" + Ce*

d)2)
Y+ Ty =3x

(L
Homogen:  yuy = Ce J.«‘ B Cenx — Ox1 = <

Spesiell:  ys =A+Bx+Cx>  (Opptilx*daxy’ +y = 3x2)

Innsatt: B+ 2Cx + ABHCE — 3y s B4 2Cx+ 4 + B+ Cx = 3x <&
Samler ledd: 2B+ (2C+ C)x+ 4 = 3x

Hyvis dette skal stemme ma: A=0, B=0 og Cc=1
Altsé ys = x2 og generell Igsning: y = yy +ys = < +x?
Med vanlig metode:
xy' +y=3x* < (x) =3x*> & yx = J.3x2dx =x’+C

<

— 42
y_X+x

Oppgavesamlingen er altsa ikke sa flink til a gi gode eksempler pa nar vi trenger mer avanserte
metoder, mange lar seg Igse som separable eller med multiplikasjonsregelen og blir faktisk mer

tungvindte med integrerende faktor eller metoden 1 639.

Bruk derfor ikke integrerende faktor hvis du kan separere ligningen eller bruke
multiplikasjonsregelen direkte.

Enkle metoder og enkel regning gir feerre feil enn mer kompliserte metoder og mer komplisert
regning...
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