R2 Eksamen hgsten 2014 (28.11.14)

Losningsskisser
Versjon: 23.05.16 (Rettet feil i del 2 i oppgave 2)

Del I - Uten hjelpemidler

Oppgave 1

a) Kjerneregel: f(x) = 2cosu, u=3x

£ (x) = —65in(3x)

b) Produktregel: g'(x) = 5e*sin(2x) + 5¢* cos(2x)2 = 5¢*(sin(2x) + 2 cos(2x))

Oppgave 2

a) [(F—2)dx = £ -2+ C= L2 -4)+C

b) Delvis integrasjon: _fxlnxdx = % Inx — j %%dx = % Inx — % .[xdx =
Llnx-Lx?+C

3
[xInxdx =§[ £ Inx-4x?] = Clne-< - (LIn1-1) = L2+ 1)
1

Oppgave 3

a) Integrerende faktor: IF = e-[ e

(ye—Zx)/ — 36—2):

ye ¥ = _ize‘zx +C = y=Ce* - % (Generell 1gsning)

y0)=2gin 2=C'-+=C

=4
): Spesiell Igsning: y = 4e* — %

b) Stigningstall fra differensialligningen: (Sparer en derivering!)
Y =3+2y=y'(0)=3+22 =38

Ett-punkts-formelen: y— % =8x-0) = y=8x+ %

Oppgave 4
AB = [0,-6,1],  AC = [6,-6,~1]
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- = >

ex ey e
—_— —
BxAC=| 0 -6 1 =[12,6,36] = 6[2,1,6]
-6 -1
Velger normalvektor: 7 =1[2,1,6]

a)
Planet a: [x,y—6,2—6] -7 =0 [x,y—6,2-6]+[2,1,6] =0 =

a: 2x+y+672-42 =0

b)
AP = kAO = k[0,—6,-6]

Volum tetraeder:
IABXAC)-AP _ 1) o 62,1610 kK6L _ 4o
6

O =42 = Tk =17 = k =+l

—_— = —

k=-1:  OP=0A+AP =[0,6,6] - [0,—6,—6] = [0,12,12]
— —_— —

k=1:  OP=0A+AP = [0,6,6] + [0,—6,-6] = [0,0,0]

): P =1(0,0,0) eller P = (0,12,12)

Oppgave 5

a) g2) = .[(2) fx)dx =2+4 =8 (Rektangel under kurven)
g(3) = IZ fx)dx = 8+ l—f =10 (Rektangel pluss trekant under kurven)

Etter ¢ = 3 blir tillegg til integralet negativt fordi f(x) ligger under x-aksen,
sa g(r) vil derfor avta etter r = 3, og derfor aldri bli stgrre enn g(3) = 10.

b) g(¢) har to nullpunkter: ¢ = O eller ¢t = 6.
(Fgrste nar integralet/arealet er null og det andre nar arealet under og
over x-aksen kansellerer hverandre ut.)

t € (6,9] gir derfor negative verdier, da arealet under x-aksen
1 dette intervallet er stgrre enn det over.

Oppgave 6

Les av og marker i figuren:
Likevektslinje: d=35

Amplitude: A= maemin _ 73 - )
Periode: T=279-(-0.35)=3.14
=c= 27” = % ~ 2.00

Faseforskyvning: =2 (eller —1.14)
= @1 =cp=2(2) =4eller2(-1.14) = -2.28
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) flx) =2sin(2x +2.28) + 5 (Vanlig a velge den minste)
(eller fix) = 2sin(2x—4) +5)

b) Bare faseforskyvning som er forskjellig:
Q1 =cp =2(2.79) = 5.58 eller 2(-0.35) = —0.70, slik at vi far:
fx) = 2cos(2x +0.70) +5 (eller f{x) = 2cos(2x — 5.58) + 5)

Oppgave 7

Skal vise at formelen for produktet er: P(n) = nil
Leddene er p(n) = 1 — -1

n+l

n=1:

_ 1 1 _ 1
p)=l-g5=1-5=7

P(l) =45 =+ OK!

Frantiln+1 :

Mai vise at P(n+ 1) = (n+})+1 = —— hvis vi antar at P(n) er riktig for n.

Pn+1)=P(m) -p(n+1) = -+ (1= —7) = 7 (- +5) =

n+l1 (n+1)+1 n+l1 n+2

1.n+2_1): 1, ntl 1 OK)!

n+l n+2 n+2 n+l n+2 n+2

Del 2 - Med hjelpemidler

a) Kvotient: k= =

Sum: S=-"%L1 =4 = 49 QED

1-k -2 ar—az

b) Sum kvadrater: 62 +3%+ (3)% +...

Kvotient: k = % (Alle sider halveres hver gang, arealet kvadreres...)
§ = W _ 6262 _ 48
aj—as 62_32

c¢) Grgnne trekanter er alle halvparten av de bla kvadratene, sa alle
ledd blir halvparten av leddene i b), og dermed ogsa summen S:

_ 9 .9 i i =1
> 5 s— =18+ 5+ T+ (Geometrisk med kvotient k; = )

§=-18__24  (Naturlig nok...)

9
18—7

d) Legger vi sammen grgnn trekant og bla trekant pa hvert niva far vi et trapes
med areal som er (1 + %) = % av tilsvarende kvadrat. Summerer vi
alle trapesene, far vi derfor en sum er % av summen av kvadrater.
Summen er hele trekanten, som har areal: Lzlz =72
Sum kvadrater gitt av: K% =72 < K= % =48
Sum trekanter er halvparten, altsa 24, som i ¢).
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Oppgave 2
a) Karakteristisk ligning: 4r’ +4r+5=10

4442445 —4+/=4-16 1 s
r = o = s =—5*i

Generell 1gsning: y = e‘%x(C sinx + D cosx)

b) Her sparer man tid med a bruke CAS:

.| fx:=LesODE[ 4 y"+4 y'+5 y=0,{(0,3),(3 piid,0)} |

® | - f(x) :=3sin(x) e * 43 cos (x) e 2*

(Legg merke til at lister med punkt gir initialbetingelsene

y(0) =3, y(5) =0
Uten krgllparentesene, ville vi lgst med initialbetingelsene
y(0) =3, y'(3F)=01)

Spesiell Igsning:  y = e~ 2 (3cosx — sinx)
Manuelt blir det mer arbeid:
y(0) =3:
3 = ¢%Csin0+ Dcos0) < D =3
):y = e 2 (Csinx + 3cosx)
() =0:

_ o (Oain 3T 3 L i3 L _
0=e"s(Csin- +3cos ) < 0 Cﬁ+3( ﬁ)@C 3

): Spesiell Igsning: y = e 2 (3sinx + 3cosx)

c) I grafdelen av GeoGebra legger vi inn:
g(x):=f(x), 0<=x<3 pi

d) Nullpunkter og topp- og bunnpunkter sgker vi opp i grafdelen med
kommandoene:

NP_1:=Nullpunkt[f,2,3]

NP_2:=Nullpunkt[f,5,6]

NP_3:=Nullpunkt[f,8,9]

BP_1:=(0,£(0)) (Endepunkt!)
TP_1:=Ekstremalpunkt[f,0,1]
BP_2:=Ekstremalpunkt([f,3,4]
TP_2:=Ekstremalpunkt[f,6,7]
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fz)= 3e7 (sine + COST)

NP, = (2.36, 0) TP, =(6.6,0.14)

2 3 4 6 7 8 ] 10
o NP, = (8.64,0)
= (346, -067)

NP, = (5.5, 0)

Null-punkter:
Topp-punkter:
Bunn-punkter:

(2.36,0), (5.50,0), (8.64,0)
(0.322,3.23), (6.60,0.140)
(0.00,3.00), (3.46,-0.672)

(Ogsa her blir det mer arbeid og muligheter for feil manuelt:
Nullpunkter:
cosx +sinx = 0 < tanx = -1
x=—4 +kn
): (2.36,0), (5.50,0), (8.64,0)

(cosx # 0)

Ekstremalpunkter: y' = 0 gir derivasjon og enda mer arbeid...)

Oppgave 3

a) [ xy-planet har vi geometrisk:
xp = ADcos(135°) = 41/5(—%) = —4
b = ADsin(135°) = 42 42 — 4
zp =0
) D=(-440)  QED

— — _— — — —_— —
b) OC = AC = AB+BC = AB+ +AB+AD =

[4,0,0] + +-[4,0,0] + [-4,4,0] = [2,4,0]
C=(2,40) QED
—_— P—
¢)TB = [4,0,—4], TD = [-4,4,-4]
—_ = —
ex ey e;
—_— —>
TBxTD=| 4 0 -4 | =[16,32,16] = 16[1,2,1]
-4 4 -4

Velger normalvektor: =[1,2,1]

Betingelse for plan a:

TP =0 [xy,z-4]-[1,2,1]=0 & x+2y+7z-4=0  QED
d)ﬂ — %_)_))A_) _ | ([4,0,0]x[~4,4,01)[0,0.4] | _ | [0,0,16]-[0,0.4] | | 1644 |
Va %( )C_) ([2,-4,0]x[-2,4.,4] [0,0,-24]-[-2,-4,4] 24

Kunne muligens spare litt tid ved & gjgre oppgaven i CAS:
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1 O=(0,0,0)

— 11 | T=004

an=YextarlA,

4 = (I:I,I:I, u) 7 > - -+ (0.0.4)
A:=(0,0,0 .

z (0,0.0 = ( g ) bt=Vektor[B,T]

2 | -+ (0,0,0) 12

—4
ad:=Yektor[s,D] @
3 | B=0D e ( ")

- - (4.“.'])

g _a 4,
@ | 4
.0

hd:=Vektar[B,0]
g | ¥ D=4 sgrt(Z) cos(135% ' 13 8
I | ac=ab+abf2+ad @ | - 4

9 )

5 v D=4 sgrt{2) sin(135%)

2 \
* - 4
Y 0 hta bd

14 16
= C=(240
5 D= Dy DM 10 2,40 - [ ( —32 )
3| - (—4,4,0) 9| - (2,4,0) . —16 ,
at=VekiorfA T]
18 ‘0
& —- (l]
1
W_1=abs({ahaad)*aiyvs
19
32
2, e
3
he=Yekiot[E,C]
n=%14-1)/16
20 _2
15 1 ? | . 1
¥ - ( 2 ) : 0 !
1
21 | ¥_Z=abs({ibcabdy hiyE
15 | Pl
3| = (x.y.2)
W1 2
Vekior[T PI'n=0 2
17 ! 2
- -
= Xx+2y+z—-4=0 3

Oppgave 4
Innfgrer: a =BC =38, b=BD=BC+CD=8+7.3=15.3
a)
— _ _ __ _tanu—tany __ %_% _ xb—a) 7.3x
flx) = tana = tan(u —v) = Sl = el T e Pand OED
b) Br¢kregel: ]d(X) _ (b—a)(x%+ab)—x(b—a)2x _ (a=b)x*—(a—b)ab

(x%+ab)? (x%+ab)?

fx)=0= (a-b)x*>-(a—b)ab =0 = x> = ab =
x = +Jab (Negativ lgsning forkastes...)

):x = 4y8+15.3 = 11. 1 [m]

fmax :f(lll) = 173#

ILL 5 (32991
1.1-+122.4
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C) tandmax = fnax = 0.32991 = amax = tan1(0.32991) =~ 18.3°
(At x*> = ab, altsd at < = < eller at x er mellomproporsjonalen mellom

a og b, kan vises ved et rent geometrisk resonnement (se oppgaver med
punktets potens i R1!). En slik geometrisk Igsning er betraktelig enklere
a handtere nar AB ikke lenger star normalt pa BD og ma sies a vare
adskillig mer elegant enn den trigonometriske Igsningen denne oppgaven
legger opp til og som ogsa blir svert omstendelig hvis vi generaliserer
oppgaven til en litt mer realistisk modell...)

Ogsa her kunne vi spart litt tid ved a bruke CAS pa deler av oppgaven:

i) =wlh-a)i G 2+a by
1 ax+bx
ol x2+ab
=0
2 Byttlt[E4 fa=18 h=148.3}
) | Las: {x=Vah,x=—v’ah}> 5
. 2701
: 8187
3 ¥_m=Numerisk[=qrid 15.3,3]
S 111 5 Mumerisk[$5,5]
-~ 0.32901
f_m=fix_m)
4 —1110a 4 1110b g_m = atan(e) /*
~ T100ab + 12321 N . o —18.26
Oppgave 5
a) Radien i kuleflaten er avstanden fra planet a til S, sa avstandsformelen gir:
R = Rustys2zet3l | R1422C6081 _ 30 _ g3
V22412422 3 3

(Eventuelt lage punkt A = (0,—3,0) i planet ved a velge x = y = 0:
_ | ASa | _ | [05620-20 | 224512 | _ 39 _
k= |na _| 3 |_|+3+|—T—13)
Ligningen for kuleflaten:
x—-11)2+(-2)?+(z+6)> =132

(Eller: x2 + y> + 72— 22x -4y + 12z -8 = 0)

b) Planet o har normalvektor ng = [2,1,-2]
Enhetsvektor i samme retning: ¢ |_1’| Ny = +[2,1,-2]

n

R

Tangeringspunkt 7:
— — — — N 1
OT = 0S+ST=0StR e +[11,2,-6] £13[2,1,-2] =
[11,2,-6] + %[2,1,—2]

OTy = [3, 2, -%] eller OT,=[1,-1,%]

3°73° 3
Innsetting i ligningen for o viserat 7= T, = (£,-1, %
c¢) Avstand fra S til S:
_ x| 2122660 _ 36 _ 1p
- 3 - 3 -3
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r=JR*—a®> = J132-122 =5

Radius i sirkelen finnes med Pythagoras: (Tegn figur!)

En del av dette kan selvfglgelig ogsa gjgres med CAS:

n_o=(21-2)
k 2
&4 | 1 7 G112+ (- 22 +HZ B 2=RA2
-2
- = x4yl 42l —22x—ay4+12z+161=169
2 S=(11,2-6)
T_1=Vektor{0,0,00,5]+R 1fn_o| n_u
@ | - (11,2,-6)
{ 59 %
e} Lager et punkt A o x=2=0 giry=-3 g 13
3| - 18
4 A=(0-3,0)
44
@ | - (0,-3,0) ' 3 )
as=\akiora, 5] T_Z:=Vektar[{0,0,03,5]-R 1n_g| n_a
5 11 ,-'; 7 .‘-.
e - g 9 3
T 71 (. _ E
3
B Ri=las*n_o|n_uo]|| 8
1 I
-+ 13 S
0 | T_1*H21-23+3
- T8
11 | T_2%21-23+3
— U
12 | Tangetingspunktet svarertil T_2, da T_1 ikke passeriplanets lighing:
T=(F13,-713,813)
13
@ | + (7 7 8
(\3 uge 3,,)
14 | d=]2 11+2-20-8))f3
15 | r=sqr{R2-dh2)
— 5

H-P Ulven, 18.05.15

8av 8

r2_hl14 ls.tex



