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Heldagsprove

Matematikk - R2
29. April 2009

Lasningsskisser
Ny versjon: 05.05.10

Del 1
Oppgave 1

a) Deriver funksjonen  f{x) = sin(x) In(x)
b) Deriver funksjonen  f{x) = 3(sinx + 1)?

16
+ %l +...

¢) Bestem summen av rekken 2 + 4 + §

d) 1) Visat L = 14 3=l

x2-3x+2 x2-3x+2

. . X2+1
2) Finn det ubestemte integralet I gy X

e) Vinkelen v ligger i1 andre kvadrant og sinv = %

Finn ved eksakte verdier for cosv,tanv og cos2v.

f) fx) = 1>
1) Visat f'(x) = nx

2) Regn ut J‘T o 7y
g) Los differensialligningen xy' +y = 0, der y(1) = 2
h) Les differensialligningen y" + 2y’ + 3y = 0, der y(0) = 0 og y'(0) = -1
i)
Enrekkeer gittveda; = 2o0ga,. =a,+n—1,dern e N,
n?=3n+6

1) Bevis med induksjon at det generelle leddet er a, = =

2) Differansefolgen d, = a,41 —a, blird, =n—1
Forklar hvorfor a, = a; + Z:ll dy.

3) Bruk 2) til & vise det samme som i 1): @, = =3¢

a) Produktregel: /' (x) = cosxInx + sinx1 = Inxcosx + 1 sinx

b) Kjerneregel:  flx) = 3u?,  u =sinx+1
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f(x) = 6u + (cosx +0) = 6(sinx + 1) cosx

¢) Geometrisk rekke med a; = 2,k = 3

_ @ _ 2 _ 23 _
S=x =1z =36
d)
1) Polynomdivisjon: x> +0x+1 = (x> -3x+2) =1 + xf_xf‘x{rz
x“+1 3x—1 —
[ 3++2dx— [+ 25 dx =
Idx +f dx — I idx = (Delbrakoppspaltning)
X+ 5 — 2P2mh—lHC—x+hlriz+C
e) cosv = +./1 —sin?y —+J1—— + /16 -+ 2
Andre kvadrant:  cosv = —%
. 3
tany = 82 = 5 = =3
3
_ T I 29 _
cos(2v) = 1 -2sin’v = 1 - 22 = L
f)
1)  Kjerneregel:  f{x) = Lu", u=Inx
SO = o= M QED

2) l)giross:j@dxz x4 C

n-1=4=n=>5o0gvifarr o* +C

J‘? ln;xdx =2 [ln;x ] - % -0 = % ~ 0.0320

g) Separabel:
[2-dx =~ Ldx = Inpj= ~Ink+C; =
y=Cy

1 X
Integrerende faktor: y+1ly=0, JF = ej edx _ elnx — x
(yx)l=0<:>yx:C<:>y:C%

Eller direkte hvis man ser at venstre side er derivasjonen av et produkt:
) =0 mx=Coy=CL (Generell lgsning)

Initialbetingelse:  p(1) =2 =2=C1 < C=2
Spesiell losning:  y = 2
h)  Karakteristisk ligning: 72 +2r+3 =0 < r=-1+i/2

Generell losning:  y = e*(Csin(//2x) + Dcos(-/2 x))
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Initialbetingelser:
¥(0) = 0 = e°(Csin0+Dcos0) =0 < D=0

y =e*Csin./2x (DaD = 0)

¥y =e*(=1)Csin/2x+e*C/2 cos /2x = (Produktregel)
e™(J/2Ccos/2x— Csin./2x)

V(O =1 -1=e(2C-0)=-1=2C=C=-1

Spesiell losning:
_ 1 ,xq;
y==e sin(./2 x)

)
2—-
1) n=1: a1=L21+6:2 ok
n-n+1:
8 vi +1)2-3(n+1)+6 2_
Mavise: @ = SO0 nton
2_ 2 B B
an+1:an+n—1:%+n_1:n 3n+26+2n2:n;+4 QED

2) Det nte leddet kan lages ved a starte med forste ledd, a;, og deretter legge
til n — 1 differanser til vi er kommet til a,,.

3) Differansene er en aritmetisk folge med d; = 0,d,-; = (n—1)-1 =n-2
s summen blir:S, | = (d; +d,1) ”51 =0+n-2)(n-1)2 = W
Formelen i 2) gir da:

—1)(n-2 2_ 2_
a, :Cll+Sn_1 =24+ (n )2(” ) _n 3}21+2+4 _n ;n+6 QED

Oppgave 2
Et plan a skjerer koordinataksene i 4 = (a,0,0),B = (0,5,0) og C = (0,0,c¢).
a) Vis at ligningen for planet a blir: % + % +Z =1

b) Finn avstanden /4 fra sideflaten ABC til O og bruk dette til & vise at

1 1 1
ﬁ_a2+b2+cz

a) AB = [—a,b,0], AC = [—a,0,c]
Lager normalvektor:

o o e
7 = ABx AC = —a b 0 = [bc,ac,ab]
-a 0 c

Iﬁ): [x_aay—OaZ—O] = [x_aayaz]

AP 7 =0 = [x —a,y,z] « [bc,ac,ab] = 0 < bcx —abc + acy + abz = 0 <
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bex +acy+abz = abc < % + 4 + ¢ =1  (Etter divisjon med abc.)

Alternativt:
Sett inn koordinatene til 4, B og C og vise at disse tre punktene ligger i planet.

b)

_| [~a,0,0]-[bc,ac,ab] | _ abc

Avstand: k= 49"
7] /(bc)z+(ac)2+(ab)2 a?b2+a?ci+b2c?

a’b? +a’c? + bPc? = “e
o o
Kvadrering gir: a>b? + a®c? + b%c? = whi;f)

(Etter divisjon med (abc)?.)

1 1 1
S e teta T e

Del 2

Oppgave 3

Trekanten ABC har hjerner i 4(-1,2,0),B(2,1,-3) og C(1,0,2). Sammen med punktet
D(5,3,7) danner trekanten pyramiden 4ABCD.

a) Finn vinkel 2.4 1 AABC.

b) Finn arealet av AABC.

¢) Finn parameterfremstillingen til en linje / gjennom C og D.
d) Finn ligningen for det planet @ som inneholder 4, B og C.
e) Finn ligningen for planet 8 gjennom 4, C og D.

f) Finn vinkelen mellom grunnflaten ABC og sideflaten ACD.
g) Finn vinkelen mellom sidekanten DC og grunnflaten ABC.
h) Finn avstanden fra grunnflaten ABC til D.

1) Finn volumet av pyamiden.

j) Finn avstanden mellom sidekanten 4B og sidekanten CD.

A(-1,2,0),B(2,1,-3) og C(1,0,2). Sammen med punktet D(5,3,7)
AB = [37_17_3]7 AC = [27_272]7 AD = [67177]7 CD = [47375]

a)cos /A= ABAC_ _ DAY _ 2 501325
) 48| |4c| 324124322 /12412412 2/19 /3
LA =282.4°
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€x €, ¢€;
-1 -3
\Exfc\ 2 22 [-8,~12,~4]] 4-[2,3,1]]
b) Aupc = 5 = 2 = 2 - 2 -

d)

2)

h)
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2./22 432412 =2./14 =~ 7.48

Retningsvektor: CD = (4,3,5]
[x,y,z] = OC+tCD = [1,0,2] + #[4,3,5] = [4t+ 1,3¢,5t+ 2]
):

x=4t+1

y =3t

z=5+2
Normalvektor:

ABx AC = [-8,-12,-4] = —4[2,3,1]  (Seb).)
Velger: 7 =[2,3,1]

Gjennom A: AP +7 =0 < [x—(=1),y=2,2—-0] -[2,3,1] = 0 <
2x+2+4+3y-6+z=0= 2x+3y+z-4=0

Tilsvarende d):
ACx AD = [2,-2,2] x[6,1,7] = [-16,-2,14] = -2[8,1,-7]

Velger: # =[8,1,7]

x—(-1),y-2,z-0]:[8,1,7] =0 = 8&x+8+y-2+7z=0 <
x+y+7z+6=0

Vinkelen mellom normalvektoren til planene:

[2,3,1]:[8,1,-7]
cosy = ~ 0.3004
Y J22432412 /82412472
y =72.5°
CD[23,1] [4.3,5]-[2.3,1] ) 1
coso = = = = — =0.8315
\CT)\|[2,3,1]| J50 /14 502247 507
6 =33.7

Sekt vinkel: 90° -6 = 56.3°

Som projeksjon av AD pa normalvektor:

_ | 4D3 | _ [617231] _ 22
d= | e i 5.88
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_ ABCd _ 241422 _ 44 ~
Vagep = 575 ir 3 14.7
) (ABxAC)-AD | _ | [-8-12-4][6,1,7) | _ | 88 | _ 44
Eller: T“‘f“‘? -3
i)
Vindskjeve linjer:
Projeksjonen av AC = [2,-2,2] (for eksempel...)

pa vektor normalt pd retningsvektorene AB og CD :
n = ABxCD = [3,-1,-3] x [4,3,5] = [4,-27,13]

—

ACH
S
n

i
Oppgave 4

Du skal svare pa enten alternativ I eller alternativ II. I og II er likeverdige i vurderingen.

_ 222042703 a4 _ _ 88
= e — W 914 =2.9108 o 2.91

e =

Alternativ |

En bjernebestand utvikler seg etter den logistiske funksjonen
b) = Mo i [0,-) [ar]

a) Hvor stor var bestanden i utgangspunktet?

b) Hvor stor blir bestanden i det lange lop?
c¢) Nar gker bestanden mest?
d) Hva er den storste veksthastigheten 1 bestanden?

e) Sett opp en differensialligning som har 5(¢) som lesning. (Kall b(¢) for y.)

a)

b(0) = *%°; = 100 [bjerner]

b)

lime 3% = 150 = 400 [bjerner]
c)

Som sagt, den logistiske funksjonen er symmetrisk om vendepunktet:

1+;‘0f’04[ = o3yl =2==1 o
0.
In+
_ 3 _ Inl-In3 _ 1In3 _
1= -04 — 04 — 04 ~ 2.775

Bestanden gker mest i vendepunktet, dvs. etter ca. 3 ar.

d)

. _ 0(1+43e704)-400(0+304(=0.4)) 480704
Brgkregel. f(x) = (143042 - (14370412

Maksimal veksthastighet:
1(2.75) = #8022+ 40 [bjorner/ar]

(1+3e-o.4.2.75 )2
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Alternativt:
Bruk differensialligningen (se ¢) ):
y' = 0.001y(400 - y) for vendepunktet der y = 4% = 200 :

V' (xyp) = 0.001 + 200 - (400 — 200) = 40 [bjrarner/ar]
(Gér uten 4 kjenne x,, = 2.75...)

¢)
Logistisk differensialligning med begrensning 400: ' = ky(400 — y)
For & finne k, ma vi finne y og y' for en #-verdi, velger ¢ = 0:

_ 480e0
1(0) = (143¢9)° =30
A0) =100
Dette gir ligningen: 30 =k-100 . (400 — 100) < k = 100 300 = W = 0.001

):
y' = 0.001y(400 — y) og en intialbetingelse, feks. y(0) = 100

Alternativ Il
Med solheyden mener vi tallet pa grader mellom horisonten og solen. Solhgyden er derfor et

mal for hvor heyt solen star pa himmelen. Vi skal finne en funksjon pa formen
h(t) = a+ bcos(kt) [°], t € [0,24] [timer]

som gir solhgyden 4(¢) malt i grader ved klokkeslett ¢.

a) Finn £.

b) Et sted males solheyden en dag til 2° kl. 24.00 og til 46° k1. 12.00.
Bestem funksjonsuttrykket til /4(z).

c) Nar endrer solhoyden seg mest per tidsenhet?

d) Vis at A(¢) er en spesiell losning av differensialligningen

V' +k(y-a)=0

_ 2n _ 2 _ W
= 2o 220262

b)
h(0) =2 <= a+bcos(0) =2 = a+b=2 )

h(12) = 46 < a+bcos(512) < a—b = 46 n

I+11: 20 =48 < qa =24
Innsatti/ : b=2—-a=2-24=-22

h(t) = 24 —22cos({5 1)
c)

I vendepunktet, nér cos(5¢) = 0 < St = T +nr < t=6+nl2
): K1. 06.00 og kl. 18.00

d)
V' +k*(y—-a) =0
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h'(t) = —bsin(kt)k = —kbsin(kt)
h'"(t) = —kbcos(kt)k = —k*b cos(kt)

VS = h"(£) + kK*(h(¢) — a) = —k*bcos(kt) + k*(a + beos(kt) — a) = —k*bcos(kt) + k*bcos(kt) = 0
OED

Oppgave 5

Nar en bil kjerer over en hump i veien, er det enskelig at statdemperne serger for at den
vertikale svingebevegelsen som oppstér, blir dempet mest mulig.Hvis massen til bilen er m,
den samlede fjeerkonstanten til statdemperne £ og dempningskonstanten i1 stetdemperne er g, vil
den vertikale posisjonen y = f{(¢) til bilen til enhver tid # i sekunder vere gitt ved en losning av
differensialligningen

my" +qy' +ky =0
a)
En bil med masse m = 1000 kg kjorer pa en horisontal vei. Den samlede fjeerkonstanten for de
fire stotdemperne setter vi til k = 1.0 + 10° N/m og dempningskonstanten til g = 2.0 - 10*
Ns/m.
Bilen kjorer over en hump.
1) Finn det generelle uttrykket for posisjonen y til bilen etter # sekunder.
2) Tegn et par integralkurver.
3) Er stotdemperne gode?

b)

En gammel bil med masse m = 1000 kg kjorer pd en horisontal vei. Den samlede
fjeerkonstanten for de fire stotdemperne setter vi til £k = 1.0 - 10° N/m. Dempningskonstanten
erherg = 1.0 - 10* Ns/m.

1) Finn det generelle uttrykket for posisjonen y til bilen etter # sekunder.

2) Tegn et par integralkurver.

3) Bor statdemperne skiftes?

a)
DL: 1000y" +20000y" + 100000y = 0 < »" +20y' + 100 = 0
Karakteristisk ligning: r?+20r+100 =0 = (r+10)2 =0 < r = -10

1) Generell losning: ~ y = (C + Dt)e '™

2)
Viser at f{0) = C, slik at C sier hvor stor utslag vi fikk for dumpen.
Hyvis vi deriverer ser vi at D sier noe om hvor stor den deriverte er rett etter dumpen.
Tegn noen kurver for forskjellige verdier av C og D, slik at du har grunnlag for 4 si:
3)

Vi ser at uansett hvordan vi varierer C og D, sa ser vi at y oppfyller standardkravene
til en stotdemper pa et motorkjoretoy:
-Ikke svinge forbi likevektspunktet, eller enda verre svinge forbi flere ganger.
-Tilbake til likevektspunktet etter maksimalt ett sekund
Stedemperne er derfor tilsynelatende "gode",
men; dette er kritisk dempning, s vi har ingen marginer,
hvis for eksempel dempningen blir darligere pga. slitasje!
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b)
DL: 1000y" + 10000y’ + 100000y = 0 < »" + 10y’ + 100 = 0
Karakteristisk ligning: 2 +10r+100 = 0 <

- 2— oo _ _ — -
;= 1014/1(;141100 _ 101,2/ 300 _ 10i102ﬁﬁ - _5 iSﬁi ~ —5.00 +8. 66

1) Generell lgsning:
y = e>(Csin8.66¢ + D cos 8. 661)

2) Tegn noen kurver for forskjellige C og D.

3) Viser av kurvene 1 b)2) og av lesningsuttrykket i b) 1), at vi har svingninger,

selv om de er dempede.
Systemet har ikke sluttet & svinge etter ett sekund og passerer likevektspunktet flere ganger,
statdemperne er med andre ord livsfarlige. Bilen mé ikke kjores for stotdemperne er skiftet.
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