Differensialligninger og felger/rekker

Differensialligninger, Eulers metode og felger og
rekker

H-P Ulven, 01.04.09

Eulers metode for numerisk losning av
differensialligninger:

Forsteordens differensialligninger pa formen

v = fx,y)

kan alltid brukes til & regne ut stigningstallet til tangenten for et hvilket som helst punkt som
ligger pa en lgsningskurve.

Hvis vi starter i et punkt P = (x,,y,) kan vi regne ut stigningstallet til tangenten i punktet P som
y' = f(xnyn)

Da kan vi ga Ax mot hgyre og Ay oppover langs tangenten til lgsningskurven fra punktet P og
komme til punktet Q som vi ser av figur 1:

Figur 1.
Her er Ay = y'Ax = f(x,,yn)Ax, slik at Q = (x,11,yn+1) €5 gitt av:

Xnel = Xn + Ax

VYl = Yn + Ay = Yn +f(xn,yn)A-x

Hvis Ax ikke er altfor stor, og ikke kurven er alt for komplisert vil feilen OR ikke bli stgrre enn at
vi far en akseptabel tilnzermet Igsningskurve ved a utfgre felgende rekursjon:
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Initialverdier: xo, yo
Xp+l = Xp + Ax

Vn+1 = Yn +f(xn,yn)Ax

Sammenheng med felger og rekker:

Hyvis vi bruker Ax = 1, ser vi at Eulers metode er en helt vanlig rekursiv utvikling av en tallfglge:

Initialverdi: n = 0, a9
n=n+1

dp+l = Ap +f(n,an)

La oss sammenligne resultatene for noen av de enkleste differensialligningene:
y' =a:
Lgst som differensialligning: y= fadx =ax+C=ax+yo
Lgst som tallfglge: Apel = Ap +a
Altsa en aritmetisk folge med differanse d = a og vi far derfor:
ap=a1+aln—-1)=ap+a+an—-1) =an+ ao

Altsa samme Igsning i begge tilfeller, hvilket ikke er sa rart da lgsningskurven er en rett
linje...

Lgst som differensialligning: J.)L,dy = jkdx < Inlyl= kx + D < y = Ce® = ypel
Lgst som tallfglge: ane1 = an + ka, = (1 +k)a,
Altsa en geometrisk fglge med kvotient: (1 + k) og vi far derfor:

a, =a1(1+k)"" =ao(1+k)(A+k)"" = ao(l +k)"

Hvis vi omformer til grunntall e fér vi: a, = aoe™*9" s resultatet blir rimelig likt hvis
In(1 + k) er rimelig lik k.

Litt eksperimentering:
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k: |In(k+1)
1 0.693
0.1 | 0.0953
0.05 | 0.0488
0.01 | 0.00995

0.005 | 0.00499

0 0
-0.005 | .0.0501
-0.01 | -0.01005
-0.05 | -0.0513
-0.1 -0.105
Konklusjon:

Hvis —0.05 < k < 0.05, sa er en diskret tallfglge en god tilnerming til den kontinuerlige
Igsningen av tilsvarende differensialligning.

Setter vi kravet In(1 + k) = k og utvikler dette videre far vi:

Lin(1+k) =1 h(l+hi =1 (1+hT =ee 1+ 5" m=1

k ma altsa veere sa liten (eller m = % ma vere s stor) at (1 + )" blir en god
tilnerming av e.

y’+ay=b:
Lgst som separabel differensialligning:
j bjay - jdx = L;ayl =x+D < b -ay=-ax+E <

b—ay=Fe ™ < y=L4+Ce™=2L4(yg—L)e™
Lgst som utvikling av tallfglge:
ans1 = an+b—ay, = (1—-a)y,+b

Dette tilsvarer a sette inn et belgp pa konto og legge til rente og et nytt innskudd i hvert
trinn, sa vi setter opp en tabell:
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n=20 1 2 3 n
ao |ao(l—-a)|ao(1-a)?*|ap(l1-a)’| .. | ap(1 —a)"
b b(1-a) | b(1-a)? | ... |b(1—a)"!
b b(l—a) | ..
b . | b(1—a)?
b(1 —a)
b

Slik at vi far:

ap=b+b(l—a)+b(l-a)>+...+b(1-a)"'+ap(l-a)" =

b'((llf;)ﬂ-]—l +a)(l-a)"=L2-L2(0-a)"+a(l1-a)" = £ + (a0 - L)1 -a)"

Sa igjen far vi samme svar som differensialligningen, hvis In(1 — a) er en god tiln@rming av
—a, da dette gir oss:

an = ¢+ (a0~ )" = &+ (a0 - F)e™
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