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Vi setter u = x? + 3x + 4, hvilket gir % =2x+3o0gdx = % Vi utferer variabelskiftet i integralet

og far
2x+3
T e =
/x2+3x+4 *

/2x+3 du
u 2x+3

In(x®>+3x+4)+C

Vi trenger ikke absoluttverditegn rundt x? + 3x + 4, fordi dette alltid er positivt.
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(a) Vi viser likheten ved 4 sette de to brokene pd heyre side pd samme brokstrek. Fellesnevneren er
(x—1)(x—3).

1-(x—23) 2-(x—1)  x—-3+2x-2 3x—5

(x—1)(x—3)  (x=3)(x—1) (x—1)(x—3) (x—1)(x—23)
(b) Vi benytter likheten fra (a) til 4 regne ut integralet.

3x —5 1 2
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1
cos? x*

Vi substituerer u = tan x, og far % = Dette gir dx = cos? x du. Setter inn i integralet og far

1 1 1
/2tanx~ dx:/Zu- coszxdu:/Zudu:2-7u2+C:tan2x+C
. cos? x cos? x . 2
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Vi tegner funksjonen f(x) = 2cosx(1 +sinx), Dy = [0,271).

_,/\\ /

Vi ser at arealet avgrenset av f(x) og x-aksen er satt sammen av flere deler, og en av delene ligger
under x-aksen. Vi ma finne nullpunktene til f(x) og integrere hver av de tre delene for seg. Alternativt
kan vi se at summen av de to delene som ligger over x-aksen er lik den delen som ligger under (det er
dette vi har gjort under).

f(x) =0 = cosx=0Vsinx = —1

LAV _3m v _ 3
"2 2 2
Vi har funnet de to nullpunktene x = Z og x = =fL. For & beregne integralet setter vi u = 1+ sinx,

som gir % = cosx og dx =

c Os < Dette glr det ubestemte integralet

3 3 3 1
/2cosx(1+sinx)dx:2/cosx-ucgsux :2/udu:2~§u2+C: (1+sinx)?+C

Vi beregner arealet over x-aksen og ganger med 2 for & finne hele arealet.

/ Flx [(1+sinx)2)2 = (1+sin 2)? = (1+sin0) = (1+1)2 = (1402 =4-1=3

;ﬂf(x)d = [(1+sin PR = (1-0)— (1-1) =1

Det vil si at det totalte arealet blir A =2(3+1) = 8.
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(a)V1faratx+3x L — 32 4 3x 494 30x1

x2—3x"



(b) Vimd bruke delbrekoppspalting pa 30x—1 1 - og far (siden x? —3x = x(x —3)):

é+ B 30x—1
x x—3 x(x—23)
A(x—S) Bx  30x-—-1
x(x — ) x(x—3)  x(x—3)
A(x—3)+Bx=30x—1

Vi setter inn x = 0 og fir =34 = —1 = A = }. Visetterinnx =3 og far3B =89 — B =%.Vi
skriver om pa det opprinnelige integralet og loser det:

¥ +3x—1
T Ay =
/ — 3x X
1 1 89 1
/(x —|—3x+9—|—§ 3 ~x_3)dx—

1, 3 1
§x3+§x2+9x+§1n|x|+?ln|x—3\+C
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(a) Vi ser at vi ikke trenger a bruke delbrekoppspalting — variabelskifte kan benyttes. Vi setter u =
x? — 4, som gir integralet
b 2x
/4 x2—4 ax =

[In |x* — 41,
In1—4|—In|1—4|=0

Merk at vi presiserer at grensene er oppgitt med x som variabel der vi har byttet integrasjonsvariabel
til u.

(b) Denne gangen méa delbrekoppspalting benyttes. Vi ser at nevneren faktoriserer til x(x + 1).

A B x—1

x7+1+7 x(x+1)

Ax B(x+1) x-1

x(x+1)  x(x+1)  x(x+1)
Ax+B(x+1)=x—-1

Vi setter inn x = 0 og fdr B = —1. Vi setter inn x = —1 og fdr A = 2. Da kan vi skrive om integralet.
Merk at bade i denne og de neste oppgavene er det innsettingen av verdier i den antideriverte som kan
by pa problemer — her gjelder det & holde tunga rett i munnen, og veere obs pa fortegn og logaritme-



regler ...

3,

/xz 1dx:

1 x44+x
3.2 1
/1(x+1_§)dx_

2In|x+1| —In|x[} =

2In4 —In3 —2In2+Inl1 =

4In2 —In3 —-2In2+0 =
2In2—1In3

(c) Her ser vi at telleren og nevneren har samme grad, sa vi mé bruke polynomdivisjon. Divisjonen er
ikke gjengitt her, men vi far at

2 4+3x—26 _  x+10
x24+2x—8 7 x24+2x—8

Den siste broken ma vi bruke delbrekoppspalting pa. Nevneren faktoriserer til (x —2)(x + 4).

A n B x+10
x—2 x+4 (x—=2)(x+4)
A(x+4) B(x—2) x+10

(x—2)(x+4) (x—2)(x+4) (x—2)(x+4)
A(x+4)+B(x—2)=x+10

Vi setter inn x = 2 og far A = 2. Vi setter inn x = —4 og far B = —1. Integralet kan na skrives om til

/‘5 2x2 +3x — 26

S TN =
3 x24+2x—8 X

5 2 1
/3(2_ (x—2) + (x+4))dx:

[2x —2In|x — 2| +1In|x + 4|3 =

2:5—-2In3+In9—-2-3+2In1—In7 =

10 —2In3+4+2In3—-64+0—In7 =
4—1In7

(d) Igjen ma vi bruke ferst polynomdivisjon og deretter delbrakoppspalting. Polynomdivisjon gir

X3 —dx+1 D Sk
x2—1 7 x2-1

Delbrekoppspalting gir
1-—3x -1 2

2—-1 x—1 x+1




Dette gir oss et mye enklere integral enn utgangspunktet!

/—2x3—4x+1dx_

4 x?2-1 N
-2 1 2

/74(x_x—1_x+1)dx_

1 _
[Ex2 —Injx— 1| —2In[x+1]] 75 =

1 1
E(—2)2—1n|—3|—21n\—1|—§(—4)2—0—ln\—5|+21n|—3\ =
2—-In3—-0—-8+In5+4+2In3 =
—6+In3+1In5 =
—6+1In(3-5) =

In15—6



