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Oppgaver som illustrerer alle teknikkene i 1.4 og 1.5
Gitt 3 punkter A = (1,1,1),B = (2,1,3),C = (3,4,5)

| Finne ligning for plan gjennom 3 punkt

Lager to vektorer i planet: AB = [1,0,2] ogAT:) =[2,3,4]
Lager normalvektor N, til planet:
AB x AC = [1,0,2] x [2,3,4] = [-6,0,3] = —3[2,0,~1]
Velger: n, = [2,0,-1]

Med P(x,y, z) som bevegelig punkt i planet mavi ha: AP L n, = AP ‘N, =0
x-1y-1,z-1]-[2,0,-1] =0 <
2X-2-2+1=0«<

Ligning for planet: a:2x-z+1=0

(At y-ledd ikke forekommer betyr at planet er parallelt med y-aksen!)

Il Finne parameterfremstilling for plan
Lager de to vektorene i planet pa samme méte somi |.

Dama et punkt i planet kunne ndes med vektor fra origo:
OP = OR+ sAB+1AC = [x,V,7 = [1,1,1] + §1,0,2] + 1[2,3,4]  (Vektorform)
X=1+ s+ 2t
= y=1 + 3t (Parameterform)

Z=1+2s+ 4t

Il Fra parameterfremstilling til ligning

X=1+ s+2t
Ut fra parameterfremstillingen< y =1 + 3t
z=1+2s+4t

kan vi frakolonnene i parameterfremstillingen plukke ut:
Punkt i planet: A(1,1,1) (Farste kolonne.)
To vektorer i planet: [1,0,2] og [2,3,4] (Andre og tredje kolonne.)

Derfrakan vi gjgre somii I:

Lage normalvektor T vha. [1,0,2] x [2,3,4] og
lage ligning med: AP - & = 0
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IV Fra ligning til parameterfremstilling

| eksempel 7 side 51 ser vi en tungvindt (og darlig forklart) méte a gjare dette pa,
Vi laarer oss heller en mye enklere metode:
Ligning for planet vart: a': 2X-z+1=0

Vi velger rett og dett x = t ogy = ssom parametere, og finner den tredje
parameteren zved hjelp av ligningen: z=2x+1 =2t +1

og far direkte:
X = t
y= s
z=1 +2

Som REMA1000 sier: " Det enkleste er det beste! "
(REMA har stjdlet denne fra Einstein: "Make it as simple as possible, but not simpler!™)
(Vi regner for moro skyld tilbake til ligning for & se om det stemmer:
Tar ut frakolonnene punktet (0,0, 1) og vektorenei planet [0,1,0] og [1,0, 2].
Lager vi normalvektoren § = [0,1,0] x [1,0,2] = [2,0,-1]
far vi igjen ligningen: [x,y,z— 1] - [2,0,-1] = 0 < 2x—-z+ 1 =0)

V Er to plan parallelle?
Gittet plantil;, g : X+2y+z+1=0

Hvis planet B skal vaare parallelt med planet & ma normalvektorene veare pardlelle:

Dette kan sjekkes enten med vektorligningen
A; = kny
eller med vektorproduktet:
n, xn;  (M&vaae null hvisvektorene er paralelle.)

VI Vinkel mellom to plan

Hvis planene a og g ikke er paralelle kan vi finne vinkelen mellom dem som vinkelen mellom
normal vektorene:

_ _Mely _ [20-1)121 - .
CcosV = = N ~ 0.1826 = v =~ 79.5

Hvisv > 90° fordi en av normalvektorene star motsatt vei, mavi justere til 180° — v.
(Sefigur side 42 i laareboken!)

VIl Skjeeringslinjen mellom to plan

En retningsvektor T, for skjaaringslinjen m mellom planene
a: 2x-z+1=00g B X+2y+z+1=0

kan vi finne som vektorproduktet
Tm =N, xNg =[2,0,-1] x[1,2,1] = [2,-3,4]

da denne retnngsvektoren ma sta normalt pa begge normalvektorene!

Datrenger vi bare et punkt pa skjagingslinjen. Vi har to ligninger for to plan som
begge matilfredsstilles for et slikt punkt, altsd har vi to ligninger med 3 ukjente
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koordinater. Vi velger derfor en av koordinatene, for eksempel x = 0.

o 1) -z+1=0
Da har vi ligningene:
2) 2y+z+1=0
Vi lgser med hensynpdxogzogférz=1ogy = =% = L - -1

Punktet blir daQ = (0,-1,1) og vi kan regne ut parameterfremstillingen:

OP = 0Q+t-Tm < [xV,2 = [0,-1,1] +1[2,-3,4]  (Vektorform.)
=

x= -3t
y=-1-3t (Parameterform.)
z= 1+ 4t

VIII Er en linje og et plan parallelle?

X=1+3t
Vi lanserer linjen | : y = 2t
z=1+4t

Her kan vi ut fra kolonnene plukke ut et punkt palinjen: (1,0,1)
Og en retningsvektor: T = [3,2,4]

Hvis planet og linjen er parallelle ma linjens retningsvektor sta normalt pa
planets normalvektor:

Tin=T1T:n,=0
Vigekker: T efg =[3,24]+[2,0-1] =3-2+2:0+4.(-1) =2
Linjen og planet er altsdikke parallelle.

IX Skjeeringspunkt mellom linje og plan

Xx=1+3t
Et skjagingspunkt Smellom linjen| : y = 2t
z=1+4t
og planet a: 2xX-z-1=0

ma ha koordinater som passer i alle ligningene, sd vi setter inn koordinatene

fral i ligningen for a: 21+3)-(1+4)-1=0<=
2+6t-1-4t-1=0<=1t=0

t=0grpunktet S=(1+3:0,2-0,1+4-.0) =(1,0,1)

X Vinkel mellom linje og plan

Vinkelen mellom linjen | og planet a er definert som den minste vinkelen mellom linjen og linjer
i planet gjennom skjaaringspunktet S, eller rett og dlett vinkelen mellom linjen og linjens
projekgon ned i planet.

Vi finner farst vinkelen mellom linjens retningsvektor og planets normalvektor:
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_ T _ [20-1324] _ N \
cosf = s mm 0.1661 = 6 ~ 80. 4

Daer den sgkte vinkelen: u=90°-80.4° =9.6°

(Hvis6 > 90° mavi isteden bruke u = # — 90°! Sefigur side 46 i laareboken!)

XI Finne ligninger for en linje

Dette brukes ikke sa ofte, men det star litt om dette side 48 og 49, sa da kan det kanskje vaare
aktuelt til eksamen?

Viktig:
Det finnesikke en ligning for en linje i rommet!
Linjer ma oppgies som to ligninger i rommet!
Disse ligningene er da egentlig ligningene for to plan og linjen de skal representere
er rett og dett skjagingdinjen mellom de to planene ligningene representerer!

x= -3t
Et eksempel er skjegingsinjenm : y=-1-3t
z= 1+ 4t
mellom de to planene
a: 2Xx-z+1=00g9 B: X+2y+z+1=0

i VII!
2x-z+1=0
Ligningsfremstillingen for m er derfor rett og slett: X=zw
X+2y+z+1=0
En mer vanlig skriveméte far vi ved a eliminere henholdsvisy og z fraligningene og

|@se med hensyn pa x:

Addigon av ligningene gir da:

X+2y+2=0<= x= 72272 (Eliminerer z og uttrykker x ved y.)

Dafarste ligning ikke inneholder y kan vi finne x uttrykt ved z direkte:
2x-z+1=0=x= &t

Altsé har vi: x=-22 - z1

Eller som boken skriver: X 2 _ 2;21

| praksis kjenner vi ikke planene som gir linjen var som en skjagringslinje og méa ta utgangspunkt
i parameterfremstillingen.

La oss bruke

4av’s 1.4 15tex



K.140g915

x= -3t
m: y=-1-3t

z= 1+ 4t
som eksempel.

Vi lgser aletre ligninger med hensyn pat og far:

_ =% _ oyl _ ozl
t=3 =% =%
o ] . o . . _ 7y71 _ 1
Altsamed var nye skrivemate: X =G =5
Eventuelt: x=y+1==23  (Etter multiplikasion med -3
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