R2 - Lasningsskisser til noen oppgaver i kapittel 4.1
og 4.2
405, 406, 411, 413, 419, 420, 422, 424

Versjon: 04.11.14

405

a) Kjerneregel: f{x) = sin(u),u = x> — 2x
f(x) = cos(u)(2x —2) = (2x — 2) cos(x? — 2x)

b) Produktregel: (uv)' = u'v +u'
f(x) = cosxcos’x + sinx » 2cosx(—sinx)  (Kjerneregel pa: cos’x = u
= cosx(cos?x — 2sin’x) = cosx(cos?x — 2(1 — cos?x))
= cosx(cos?x — 2 + 2 cos?x) = cosx(3cos’x —2)

2 u = cosx)

Bruk av GeoGebra CAS:
f(x):=sin(x *2-2 x) Definer alltid funksjoner 1 CAS, vil bli grafet i grafdelen
ogsa,
hvis man trenger graf eller
etterfolgende numeriske beregninger!
£(x) Gir den deriverte.
TrigForenkle[ £(x) ] Gir litt naermere vér form: 3cos*(x)-2 cos(x), kan eventuelt
15
brukeFaktoriser-knappen ( 2 ) til slutt.
a) Brokregel: (%) = "
vV
f (X) _ (cosx—sinx)sinx—(sinx+cosx)cosx _  cosxsinx—sin>x—sinxcosx—cos2x _ —(sin%x+cos2x) _ -l
sinx sinx sinx sinx
. _ (tan?x+1)(1+tanx)—tanx(tan®x+1) _ (tan?x+1)(1+tanx—tanx) _ tanZx+1
C) Br;akregel.f (x) - - (1+tanx)? - (1+tanx)? T (I+tanx)?
: . ﬁ“ _ sin’x+cos’x  _ 1 _ 1 _ 1
Eventuelt videre: (1+385)2 7 (cosx+siny)?  cosPrv+2sinxcosxtsinZy  2sinxcosx+l T sin2x+l
Bruk av Geogebra CAS:
f(x):=tan(x)/(tan(x)+1)
. . 1
TrigForenkle[ £(x) ] gir: W

TrigKombiner[ f(x) ] gir

sin(2 x)+1

411

flx) = 4sinx + 3 cosx, Dy =10,2r)

H-P Ulven 04.11.14 lavg oppg_k4 12.tex



Omformer: /42 + 32 sin(x + 0), tang = %, @ € Kvadrant 1 )@ = 0.644
flx) = Ssin(x + 0.644)
(Altsa ikke nedvendig a derivere for & finne topp- og bunn-punkter.)
a) Nullpunkter:
x+0.644 =0+kn = x =-0.644 + krn

): (2.50,0), (5.64,0)
Topp-pkt:  x+0.644 = % + k27 < x = —0.644 + % + k2n

): (0.927,5)
Bunn-pkt:  x+0.644 = 37” +k2r = x=4.07+k2r
): (4.07,-5)
b) I Geogebra:
b Algebrafelt ¥ Grafikkfelt
= Funksijon
----- s ] f(i) = 3 cos (x) + 4 sin(x) TP
i@ glx) = 3 cos (x)+4 sin(x) ( 2
= Punkt
@ BP = {4.07, -5) a
----- 4 HNP1=(2.5,0)
@ NP2=(5.64,0)
@ TP ={0.93, 5)
k| g /
1 | /
0 &NFW jNF'Q
0 1 z \ 3 4 5 /f & 7
Inntastinger:
f(x):=3 cos(x) + 4 sin(x) Definerer i CAS, blir grafet i grafdel.
g(x)=Funksjon[f(x) ,0,27] Kan begrense i Grafisk del til [0,27) for & fa riktig
graf.
TrigKombiner[ f(x) ] Gir: 5 cos(x-atan(4/3)), eller 5 cos(-0.93+x) hvis man
bruker tiln@rmet-knappen.
NP1:=Nullpunkt[f,2,4] Finner nullpunkt i intervall, eller £ (x)=0 og

NP2:=Nullpunkt[f,4,6]
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f£(x) Finner (x)

fx)=0 x= |- knappen gir {-2.21, x=0.93}

TP:=Ekstremalpunkt[f,0,2] eller (TP:=(0.93,1(0.93)) gir (0.93,5)
BP:=Ekstremalpunkt[f,2,6] eller BP:=(-2.21+2 pi,f(-2.21+2 pi)) gir (4.07,-5)

¢) Vi har transformert a sinx + b cos x til 4 sin(x + @)
Det finnes en tilsvarende transformasjon til cosinus:

Ja* +b* cos(x — ¢), med tang = ¢ (omvendt av sinus-transformasjonen!)
Sa vi far:
flx) = Scos(x—0.927)

Vi kunne ogsa tatt utgangspunkt i den vi har: f{x) = 5sin(x + 0. 644)

og brukt: f{x) = Scos(F — (x+0.644)) = Scos(-x +0.927)
Da cos(x) = cos(—x), kan vi gjere om til: f{x) = Scos(x — 0.927)

413

flx) =sin’x—cosx—1, Dy =[0,2x]

a)
Lurt & gjore om:
flx) = 1 —cos?x —cosx — 1 = —cos?x — cosx = —cosx(cosx + 1)

Nullpunkter:  f{x) =0
cosx =0Vcosx =-1 <= x=72+knVx=rn+kr
): (5,0),(%,0),(5F,0)
b) Kjerneregel pa sin’x = u?,u = sinx gir:
f(x) = 2sinxcosx — (—sinx) = 2sinxcosx + sinx = 2sinx(cosx + %)
Ekstremalpunkter gitt av: f'(x) = 0 < 2sinx(cosx+ ) = 0 <
x=0+knVx=2+kRrVx=Qr-3%)+kn
):
BP:
0,/10)) = (0,-2)
(m,fr)) = (7,0)
2, f2r)) = 2r,-2)
. 2r 2r _ T
G G
T’ﬂT)) = (T,j

¢) Med GeoGebra:
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= Funksjon

- O f(x) = sin® (x) — cos x)—1
@ glx) = sin®(x) —cos(x) —1 (0 <x < 6.28) "
= Punkt

@ BP1=(0,-2)
@ BP2=(m0) a
@ BP3=(6.28,-2)
@ NP1=(1.57,0)
@ NP2={@.71,0) 2
@ NP3 =(m,0)
@ TP1=(2.09,0.25)
L@ TP2 = (4.19, 0.25)

-1
,B?/
24

Inntasting:
f(x):=(sin(x)) "2-cos(x)-1
g(x)=Funksjon[f,0,27] For a begrense til definisjonsomrédet i grafen
NP 1=Nullpunkt[f,1,2] Eller: f(x) =0 og | x= |-knappen

NP2=Nullpunktt[f,4,5]
Nullpunkt[f,3,4] finner ikke (,0), da dette punktet tangerer x-aksen, litt dumt, men regning
eller

f(x) = 0 og | x=|-knappen viser at det blir:
NP3=(r,0)

£(x)=0 og | x= |-knappen gir: {X=2k17r+% 7r,x=2k27r-%7r,x=2k3 w+m x=2ksm }

BP1=(0,f(0))

BP2=(pi,f(pi))

BP3=(2 pi,f(2 pi))

TP1 = Ekstremalpunkt[f,1,3] eller TP1=(2 pi/3,(2 pi/3))
TP2 = Ekstremalpunkt[f,3.5,5] eller TP2=(4 pi/3, f(4 pi/3))

419

gx) = 4 =x-4, D, =R-{0}

a)x > 0= gx) > t0 ) VA: x=0
x> 1o = g(x)—x >0 ): SA:  y=x
(Ingen horisontal, bare skra asymptote.)

b) g(x) = x — 4x7!
g =1+ =1+"% = xi—j“

g(x) voksende i begge intervaller, da g’ (x) alltid er positiv.

g (x) =0-8x3 =%

3

Hule side opp i (<, 0) og hule side ned i (0,-)
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d) Ingen vendepunkt, da g(0) ikke er definert.
e) GeoGebra:

) Frie objekt 7
@ arx=0 '
----- ¥ Ihny=x
@ gix) = (% - 4) i %

I Avhengige objekt
@ g = 2R -
D g = (P R-2H) - (2% -

Inntastinger:
Funksjon:
g(x):=(x "2-4)/x
Asymptoter:
x=0
y=X Senere versjoner av GGB finner direkte med kommandoen: Asymptote[
/]
Derivert:
g'(x)
Dobbelderivert:
2”(x) Senere versjoner av GGB forenkler bedre enn vist 1 grafen over.

420

fx) =x—-In(2x +2)
a) Dr=(-1,») (fordi2x+2 >0 < x > -1)
VA: x=-1 (fordix - -1 = flx) - )

b)  fix) =x—In(u),u =2x+2

—1_1»_1_-_2 _1_ 1 _ xtl-1 _ «x
f(x) =1 u 2 1 2x+2 1 x+1 x+1 x+1

c) Voksende: f(x) > Ondrx >0 ).  (0,-)
Avtagende: f(x) < Onarx < 0 ):  (-1,0)

d) /() =0 x=0 ) BP:(0,/0)) = (0,~In2) = (0,—0.693)

1) = 1()‘;)1_;(1) = (x+11)2 ): Alltid positiv, s& hul side opp i hele definisjonsmengde,
ingen vendepunkt

GeoGebra:
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= Funksjon d
@ f(x) = —In(2x+2)+x
= Linje

i J oax=-1

= Punkt

@ BP=({0,-0.69)

“@ NP1 =(-0.77,0.01) 3
@ NP2 ={1.68, 0)

Inntastinger:
f(x):=x-In(2 x+2)
x=-1

f(x)=0 og | x= |-knappen, som gir: {x=-0.77,x=1.68}

NP1=(-0.77,§-0.77))
NP2=(1.68,f(1.68))

’(x)=0 og -knappen gir: {x=0}
BP=(0,£(0))

422

fx) = 1 —x+ 2sinx, Dy =(-2n,2r) (Apent intervall, ingen ekstremalpunkt i

endepunkter.)

a)f(x) = —1+2cosx
f(x) =0 < cosx =
TP:
(% =21, (% —21)) = (-5.24,7.97)
(Z.5) = (1.05,1.68)
BP:

1
2

(3F 27, (5 —21)) = (<1.05,0.315)

SEAE)) = (5.24,-5.97)

b)
GeoGebra:
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= Funksjon

=0 f(x) = 2sin(x) —x+1

i@ glx) = 2sin(x)—x+1 (—6.28 <x < 6.28)
= Punkt

@ BP1=(-1.05,0.32)

@ BP2=(5.24,-597)

@ TP =(5.24,7.97)

L@ TP2 = {1.05, 1.68)

TP2

-G -4 -2 Q 2 4 -]
_24

Inntastinger:

f(x):=1-x+2 sin(x)

g(x)=Funksjon[f,-2 pi,2 pi] Tegne bare 1 definisjonsomradet

y=1-x (Tegnet inn for & vise at det er denne linjen det svinger
rundt.)

f’(x)=0 og | x= |-knappen gir: {X=2k-%7r,X=2k+% T}

TP1=(pi/3-2 pi, f(pi/3-2 pi))
TP2=(pi/3, f(pi/3))
BP1=(-pi/3,{(-pi/3))
BP2=(-pi/3+2 pi, f(-pi/3+2 pi))

424

fx) = 5¢**sinx, Dy =[0,2r)

a) Enkelt...

b) Eksponentialfunksjon alltid positiv, s fortegnet folger sinx.

¢) Se%Fsinx = 2sinx < 5e % sinx — 2sinx = 0 < sinx(5e %> -2) =0
Viktig ikke & forkorte bort sinx her!!!

sinx = 0V 5¢7%% =2

n2
x=0+krVx= 1_on = x=0+krVx=4.58
L =140,7.4.58}

d) Deriverer med produktregel og kjerneregel pa e¥,u = —0.2x

f(x) = 5e7%%(=0.2) sinx + 5¢** cosx = —e "> sinx + 5e "% cosx

= e 9%(5cosx — sinx)

f(x) =0 < —sinx+5cosx =0  (Eksponentialfunksjon alltid positiv.)
=

J12+ 5% sin(x + @) = 0, tang = > A ¢ i2dre kvadrant= ¢ = 1.77
= x+1.77=0+kn & x=-1.7T+kn

TP:
-1.77+m,f(-1.77 + x)) = (1.37,3.73)
BP:
(0,/(0)) = (0,0)
(-1.77 + 27, (-1.77 + 2x)) = (4.51,-1.99)
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GeoGebra:

=l Funksjon : f h
----- J f{x) =5 e sin (=) .:
@ g(x) =5 e ¥ sin(x) (0<x < 6.28) : 7
1
----- ? h(x) =5 0% : “
. ( 0.2x)) 1 '
..... D i(x) = — (b e ™) i P o
1 %
= Punkt f i 104
----- 5 BP1=(0,0) ' Pl
@ BP2=(4.51,-1.99) i (-
""" 4 TP1={1373.73 i | |
-G TP2=(6.28,0) ! o
'. ;
I 1 ! 54
. [ [ TP
1 1 1 p
| 1 1
| ; !
' i \ -
| ' ' ofBP1 \ L e o
o s o? 5 -~ 15 B
: 1 1 2 h
"I I] |l J.l
! ; ‘\ .lr
'I : Il i
| h 1 5
! . | r5s
' 1 L
L I v
: ! o
] '
! i
) I-I -10
i 1

Inntastinger:
f(x):=5 exp(-0.2 x) sin(x)

For & avgrense til definisjonsmengden 1 grafen:
g(x)=Funksjon[5exp(-0.2x)sin(x),0,27]

For 4 fa frem "trakten" og hvordan det ville sett ut med sterre definisjonsmengde,

omhyllingskurver:
h(x)=5exp(-0.2x)
i(x)=-g(x)

Nullpunkter:
f(x)=0 og| x= |-knappen gir: {x=k pi } (som for bare sin(x)!)

Ekstremalpunkter:
(x)=0 og | x= |-knappen gir: {... x= ..., x=1.37, x=4.51, ... }
BP1=(0,£(0))
BP2=(4.51, f(4.51) )
TP1=(1.37, f(1.37) )
TP2=(2 pi, f(2 pi) )
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