Lgsningsskisser

R2 - Vektorer i rommet - 26.01.17

Del I - Uten hjelpemidler

Losningsskisser - versjon 31.01.17

Oppgave 1
Gitt vektorene 7 = [1,2,3] og V = [2,-1,4].
a)Regnutu -V b) Regnut @ x v c)Regnutw =4 +1tV

d) Lgs vektorligningen v + w = 0.
e) For hvilken verdi av ¢ er Wl minst? Kommenter svaret.

ATV =[1,23]+[2,-1,4] = 1-2+2(=1)+3 -4 =12

—_ - —
ex ey e;

DU xV =[1,23]x[2-1,4]=| 1 2 3 | =[11,2,-5]
2 -1 4

+1tV =[1,2,3] +1[2,-1,4] = [1 +2£,2 — 1,3 + 41]

DV -W=0=[2,-1,4]-[1+2t,2-1,3+4{] =0 =

2+4t-2+4+t+12+166=0 = 21t+12 =0
f—_12 _ _4

21 7

e) W= J(1+20)2+(2-02+ (3 +4n? = V212 + 242 + 14 = [f(1)
Wl og f(£) er minst ndr f(f) = 0 < 42t +24 = 0 =

__24 _ _ 4
t= 42 7

Vi ser at vi far samme svar i d) og e).

W=T1u+tV =[1+2t,2—173+4f] er en posisjonsvektor for et punkt p4 en linje,
altsa en linje pa vektorform, med V' som retningsvektor.

Narw L V er w kortest og representerer avstanden fra Origo til linjen.

Dette skjer nar w - v = 0, som i d), og ogsa nar f(¢) er minst som i e).

For eksemplets skyld tar jeg det ogsa i GeoGebra CAS:
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u=(1,2,3]
=U+H
1 W=LH Y
ELE s 2t+1
3. S owi= | —t42
4t+3 ;
vi=(2-1.4)
2 ‘\ =0
e -1 J A
4 Lgis: t=— 7
=
! olty:=pw
- 12 _.
- g(t) := /212 +24t+14
L&
g'{n=0
( 11
i 2 4
=h J Las {t = = ?}

Oppgave 2
Gitt punktene A = (2,0,2) og B = (1,3,4).

a) Finn parameterfremstillingen for linjen / gjennom A og B.
b) Finn skjeringspunktet mellom linjen / og yz-planet.

c) Regn ut avstanden mellom origo og linjen /.

d) Finn avstanden mellom linjen / og z-aksen.

e) Finn punktet pa z-aksen som er nermest linjen /.

a) Retningsvektor: 7 = zﬁ =[-1,3,2]
Punkt A og retningsvektor 7 gir posisjonsvektor til punkt pa linje:
— —
[x,y,z] = OP = OA + 7 = [2,0,2] + [-1,3,2]t = [2 — 1,31,2 + 2¢] (Vektorform)

Paramterform:
x=2—-1
y= 3t
z=2+2t

b)yzplani x=0=2-t=0=1t=2
y=3:2=6
z7=2+4+2:2=6
Skjeringspunkt: Syz = (0,6,6)

¢) Som hgyde i parallellogram utspent av 7 og AO:

—
AO = [-2,0,-2]

_ AGA _ I20-2x[-132)l _ 16661 _ 63 _ 3 15
h= o [-1.3.2] g ya 7 42
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(Alternativt med projeksjon:  (Ikke bland disse metodene!)

RO 2020132 2
P m C320 3
2
_ 2 = [g_( 2y - 8B _ 3
h=A0 -p* = B-(F)7? =L -31/@2 )
d) Vindskjeve linjer:
z-aksen: O = (0,0,0) ogr_z’ =[0,0,1]
l: A =(2,0,2)0g 7 =[-1,3,2]

- - —

ex e, e,
Normalvektor til begge linjer: 7. x 7 =| 0 0 1 | =[-3,-1,0]
-1

Velger: 77 = [3,1,0]

. . -2 o =
Avstand som projeksjon av AO = [-2,0,-2] pan :

7 J10 10 5

a;z=|

e) Nermeste punkt pa z-aksen: C = (0,0,z)

Vektor fra C til punkt P pa linjen:
—
CP=[2-1,3t,2+2t-7]

Ma sta normalt pa begge og derfor vere parallell med normalvektor:
CP = kit & [2-1,36,2+2t—7] = k[3,1,0] =
2-t=3kAN3t=kAN2+2t-7=0 <
2-t=9tANk=3tN2+2t-72=0 <
t=+Ak=3Az=1

( Alternativt med CP som korteste avstand mellom linjene:
—_— — —>
OC+CP=0P <
NC. 6 172 _p 1>
ocC + T T OP (Lager enhetsvektor: i langs normalvektor.)

6 _1 =M

[0,0,z] + 5 T 3,1,0] = [2-131,2+2f] &
2,32 =2-1362+21] <
2 =2-tAL=3tAz=2+2 =
t=+At=+Az=1

): € =(0,0,4)

For eksemplets skyld tar jeg det ogsa i GeoGebra CAS:
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A:=(2,0,2)

~ A :=(2,0,2)

E:=(1,3.4)

~ B :=(L3,4)

pos(t)=(0y.7)
Las {{y=6,z="6,t =2}}

J 5=(0,6,6), ndrt=2

r=VektorA,B]
i f{t): =[vektor[pos,(0,0,0]]
- r::( 3) - f(t) == V2T 42t 44
2
=0
I:=Linje[A, r]
1
= Py:(23012)+)l (_13332) . {t=_7}
eller H-1/7)
t=Vekiora]+r t 3
pos(t) =vektor[A]l+r . : Va7
- pos(t) == (2—-t,31,24+21)
Eller som hayde | utspent parallellogram av ao ag r.
an:=Yektor[A,(0,0,0)]
[aa |||
-2
- ao = 0 D
-2 5

|aoer/|H|
3
- 7 Va2

cp:=pos(t)-(0,0,2)

2—t
- Cp = 3t
242t—12z

vindskjeve linjer z-akse og linje:

cp=kn

n=re(0,0,13

()

. N -
Las: 2= .k=5.t=¢

J C=(0,0,12/5)

Oppgave 3

Ett plan a gar gjennom A = (3,0,0), B = (1,3,1) og C = (2,2,5).

a) Vis at ligningen for planet o blir 13x+9y—-z-39 =0

b) Finn skj@ringspunktet mellom planet og z-aksen.

¢) Finn volumet av pyramiden ABCO, der O = (0,0,0).

d) Finn en parameterfremstilling for planets skjeringslinje med xy-planet.

a) 14—B> = [_2, 3, 1],

H-P Ulven 31.01.17
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e, e, e
— —
Normalvektor: 7 =ABxAC=| -2 3 1 =[13,9,-1]
-1 2 5

. . -
Ligning: AP+.n =0 < [x—3,y,7] - [13,9,-1] =0 <
13x+9y-2-39=0

b) z-aksen: x=y=0=z=-39
): S; =(0,0,-39)

) AO = [-3,0,0]

—_— — —
Volum utspent av AO, AB og AC (trekantet pyramide):

— — —
[A0-(ABXAC)| I[=3.0,0]-[13.9.~1]i 13
V= 6 = 6 -

d) xy-planet: z=0=13x+9y-39=0

o o 399y 9
Enklest & velge y som parameter: y = t = x = —5— =3 — 3¢

Ve

x=3- %t

< y=t

z=0

Kan innfgre ny parameter s = % og fér da isteden:
( x=3-0s

< y=13s

z=0

( Alternativt, mer standard, men tungvindt:
- - =

e, ey e;
Retningvektor for linje: 7 = xn=| 0 0 1 = [-9,13,0]
13 9 -1

Punkt D i plan, som ogsa ligger i xy-plan:
z =0,y = 0 (Velger en enkel y) ): D =(3,0,0)

x=3-9s
Punkt D og 7 gir parameterfremstilling: y= 13s )
z=0

For eksemplets skyld tar jeg det ogsa i GeoGebra CAS:

H-P Ulven 31.01.17 Sav9 2 260117 _ls.tex



A:=(3,0,0)

~ A :=(3,0,0)

E:=(1,3.1)

-~ B:=(L3,1)

C:=(2,2,5)

-~ C:=(2,2,5)

n:=ab&ac

Al =vektor[A Bl

(3 Zrn=0

- 13x4+9y—2z—-39=0

{$7,x=0,y =0}

Las {{x=0,y=0,z =-39}}

ao:=Vektar] A,(0,0,0)]

|a( ab@ac )6

13
2

s

Las[$7 %]

13 13

(= v )
- ¢X=—=—=y+=12+3

ByttUt[$11 {z=10,y =1}]

9

1 Parameterfremstilling:

[%=3-94131t, y=t, z=0}

Del I - Med hjelpemidler

Oppgave 4

Lgsningsskisser

Et plan a skjerer x-akseni A = (a,0,0), y-akseni B = (0,b,0) og z-aksen i C = (0,0, ¢).

a) Bestem arealet av trekanten ABC.

b) Vis at en normalvektor til planet blir [bc,ac, ab].

¢) Vis at ligningen for planet kan skrives - + % + 4L =1

c

d) Bestem avstanden fra planet til origo, O = (0,0,0).

Med GeoGebra CAS:

a) Areal utspent av vektorer AB og AC som vektorprodukt.
b) Vektorproduktet i a) er ogsa normalvektor til plan.
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AP -7 =0

d) Projeksjon av A0 pa normalvektor.

A=(3,0,0)

- A := (a,0,0)

B:=(0,b,0)

~ B := (0,b,0)

C:=(0,0,0)

- C:= (0,0,c)

|ah@ac)?2

= ; valb?+a?c?+b?c?

n:=ab&ac

ali=VekiorA,B]

(%ay.zrn=0

Regnt —abc+abz4acy+becx=10

(Division med abc gir ensket svar.)

ac:=vektar[a,C]

—4a
— ac = 0
C

ao =\ektar[A,(0,0,07]

[ac*ré|n||

—_—m—

~ yalb?+a2c2+b?c? |a| |b|

aZb2+a2c2+b2c2

]

Enklere

[abcl/sgri(ta b2+ o 2+h ¢)'2)
|abc|
W g
V‘ (ab)®+(ac)*+ (bc)?

Oppgave 5
x=1+1
Gitt en linje [ : y=2-1
z=1+2¢

Finn ligningen for et plan o gjennom linjen / som inneholder punktet A.

Med GeoGebra CAS:

Linjen har retningsvektor: 7 =11,-1,2] og punkt B = (1,2,1)

ogetpunkt A = (3,4,5).

Lager vektor: AB som ogsa ligger i planet.

. g —_
Normalvektor til planet ut fra:AB x 7

Punktet B og normalvektor gir da ligning:
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A=(34.5)
~ A :=(3,4,5) -
B=(1,2,1) -8\
- B:=(1,2,1) - gJ
/
Eisl2) Welger:
13
Lor = ( -1 J n=(2,0-1)
2/ 5
) - N = 0)
ab:=vektar[A,B] -1
-2
5 b= . J (-1,y-2Z-17n=0
-4/ -~ 2%x—z—1=0
Oppgave 6

Gitt punktene A = (5,1,2) og B = (4,5,2).

Finn parameterfremstillingen for en linje / som gar gjennom A, har avstanden 3 fra B
og er parallell med yz-planet.

Med GeoGebra CAS:

Parallell med yz-plan betyr at det ikke er noen x-komponent i retningvektor;
—
r =(0,1,k)

OBS: Lurt ikke a bruke to ukjente; 7 = (0,k,0), lengden er uviktig, sa det er
bare forholdet mellom y- og z-koordinat som er viktig!

Avstanden fra B til linjen som hgyden i utspent parallellogram;
[ABX7|
=3

—
I7l

gir ligning med lgsning k = +1, som igjen gir parameterfremstillingen:

— —_—
OP = [x,y,2] = OA+ 7t =[51,2]+[0,1,21]t = [5,1 + 1,2 £ 1] =

x=35
Linje: y=1+1
z=2+t

H-P Ulven 31.01.17 8av9 2 260117 _ls.tex



A=(5,1,2)

-~ A :=(51,2)

B:=(4,5.2)

- B := (4,5,2)

ah:=VektorA,B]
-1
— ab := 4
0
r=(0,1.k)

|aher)ir=3

V1T k2 +1

=
k41

$5
Les: {k=-1,k =1}

(Med 7 = [0, k,1] ville vi fatt:
ABx7I _ 3 o JELAONOAD

171
V1612412 +k2

JE2+1?

JI2+1?

_ 3 o A

=3 <

Vi1

UL 9 = 812 = 8k = [ = +k

k2412

[0,k, k] = k[0, 1,%1], og her kan vi velge k = 1 og fa
= [0,1,£1], da lengden av 7 ikke spiller noen rolle.
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