Differensialligninger

R2 - 6.1 - 6.5 - Differensialligninger

Lgsningsskisse

a) Vis at y = cosx + x er en spesiell lgsning av differensialligningen: y' + sinx = 1

b) Still opp en differensialligning som uttrykker at den deriverte av en funksjon er lik arealet av
rektanglet definert ved punktene: (0,0), (x,0), (x,y) og (0,y), der x og y er koordinatene til et
punkt pa grafen til funksjonen.

a)y = —sinx + 1
Innsatt:
VS =y +sinx = (=sinx + 1) + sinx = 1
HS =1
OED
b)

eey)

©.0)

Areal av rektangel ABCD: Xy (Grunnlinje-Hgyde)
Krav gir differensialligning: y' =xy
(Se ogsa I b.)

Lgs differensialligningene:
)y = x+ L

b) y' = xy
)Y+ 1y =x

a)  Eksakt y=[(x+L)dx = £ +Ink+C

b) (Selb).)
Separabel: S =x= J.%dy = dex < Inlyl= % +D <
yle e = ¢5 el = Eer o

XZ
y=Ce>

c) 1) Direkte med multiplikasjonsregel for derivasjon:
xy' +y=x* < (xy) =x* <:>xy=J.x2dx= %+C<:

_ X C
y=5"+%

lav4
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. . . . Lax
ii) Hvis man ikke ser dette; integrerende faktor: IF = e-[ = ey =

xy' +y = x?, resten som i 1)

Hvis en person blir liggende i vann som har temperaturen 0°, vil kroppstemperaturen y [°C] under
visse
betingelser minke slik at ved et tidspunkt ¢ er y'(r) = —0.012y(), der 7 er malt i minutter.
a) En isfisker falt i en rak, og kroppstemperaturen sank i henhold til modellen y' = —0.012y.
Hvor lang tid tok det fgr kroppstemperaturen hadde sunket til 25 °C?
b) Differensialligningen y' = —0.012y er et spesialtilfelle av Newtons modell som sier at
temperaturen 7(¢)
ietsystem falleri  henhold til modellen  T'(¢) = —k(T(¢) — Tvann), der Tyany, €1
temperaturen i vannet.
Hva er betingelsen for at den forenklede modellen vi brukte 1 a) skal gi samme resultat som
Newtons mer
generelle modell?

a) Separabel: YT/ =-0.012 & j )l,dy = —0.012Idt < Inlyl= -0.012t+ D <

lyl= @ 001260 — p=00120pD oy 'y = (00121

Initialbetingelse:  y(0) = 37 gir: 37 = Ce® < C =37

(Jeg burde skrevet at y(0) = 37 i oppgaven, men det er jo rimelig naturlig & anta
det...)

) y(t) = 3770012 =], ¢ [min]

Temperaturen er 25°C nar:

V(1) = 25 = 25 = 37e0012 = o 00A = B o 0012/ =12 =
25

= jggz ~ 33 [min] (=0.012 har to gjeldende siffer, naturlig & bruke det...)

b) Med tallene i dette spesielle tilfelle far vi:

T'(t) = —k(T(t) - 0) < T'(t) = —kT(¢)
som tilsvarer y' = —0.012y med y = T(¢) og k = 0.012

Betingelsen for bruk av den forenklede modellen er altsa at T4, = 0°C.

(Med feks. Tygnn = 5 ville vi fatt T'(f) = —k(T(f) — 5) og matte brukt
y' =-0.012(y — 3))

IV

Toricellis differensialligning; /' = —k+/h, beskriver hvordan vann-nivéet A(f) varierer med tiden
t, nar en tank med veaske tgmmes gjennom et hull i bunnen.
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Vanntank
Jeg fyllte opp tanken til 15 cm, apnet hullet og fikk felgende maleserie:

t:[sek] | A(f):[cm]

0 15
3.92 10
10.6 5
15.2 2.5

ca.25 | 0O (tom)
a) Lgs differensialligningen &' = —ky/h og vis at lgsningen blir A(t) = (C — %t)2
b) Forklar hvorfor den spesielle 1gsningen som gjelder for min maleserie blir

h(t) = (JI5 - 412
¢) Bruk maleserien til a bestemme parameteren k. (Avhenger av diameter i tanken, diameter i
hullet mm.)
d) Hvor lang tid vil det ta & témme tanken hvis jeg fyller den opp til 25 cm istedenfor 15 cm for
jeg apner hullet?

1,
@) Separabel: [ —=dh = ~k[dt < [I¥dh = —k[dt = P = —ki+D =
2

2Jh = —kt+D < h = (C-%1)?

b) Initialbetingelse (i henhold til tabell med maleverdier): 2(0) = 15 <
15 = (C- % :0)? < C = /15 (Negativ verdi forkastes.)

) h(t) = (V15 = 51)?

c¢) Enklest (REMA1000: "Det enkleste er ofte det beste.") a bruke h(25) = 0,
men man kan ogsa bruke andre verdier eller gjennomsnitt av disse, men
det tar litt tid og gir ikke noe s@rlig bedre modell...)

h(25) =0 = 0 = (JT5 - £25)2 = k= 215 £ 0.310

): h(t) = (V15 —0.155¢)?
(Her kan man sjekke modellen mot regresjonsmodell pa lommeregner:

Modell: i(f) = (V15 —0.155¢)2 = 0.024072 — 1. 20t + 15.0
Regresjon: h(t) = 0.0235t> — 1.17t + 14.7 (QuadReg))

d) Initialbetingelse: 7(0) = 25 gir h(r) = (V25 — £1)? = (5-0.1551)?
(Forutsetter at k er den samme.)
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Tegmmetid gitt av:
h(t) =0 < (5-0.155t1m)> = 0 <& tiom = —== = 32 [sek]

0.155

Vv

Differensialligningen yy' + y? = x er ulinear og kan ikke lgses med de vanlige teknikkene.

Vi prgver a skifte variabel til u = y2.

a) Forklar hvorfor ~ u' = 2yy'
b) Vis at differensialligningen kan omformes til: u' + 2u = 2x
c) Lgs differensialligningen. (Finn fgrst u, deretter y = £+ /u .)

a) Kjerneregel: u = y2, dery = y(x) = u' = 2yy'
b) Multipliserer fgrst med 2: 2yy' + 2y? = 2x

Skifter ut 2yy’ med u' og y*> med u og far:  u' +2u = 2x

2
¢) Integrerende faktor: ej T = e

u'e™ + u2e™ = 2xe” <= (ue™)' = 2xe* < ue* = 2fxe2xdx

Delvis integrasjon gir: jxezxdx = x4e¥ - I LTe¥dx = xte* — Le¥ + D

ue™ = 2(+e* — Le* + D) = xe* — e + C

u=x—+Ce™

2 _ 1 -2 _ 1 )
y=x-5+CeT =y== /x—7+Ce o
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