Vektor-produkt

Vektor-produkt

Formal:
Sentrale gjoremal i romgeometrien er:
@ Finne en normalvektor til to vektorer eller et plan.
@ Finne arealer av trekanter og parallellogrammer utspent av to vektorer.
@ Finne volumer av parallellepipeder utspent av tre vektorer.
@ Finne avstander mellom linjer, linjer og punkt, ...
Den enkleste maten & gjore disse tingene pa er & bruke formler som benytter
en operasjon vi kaller vektor-produkt.
Dessuten, de av dere som har fysikk meter vektorproduktet i elektrisitetslaeren uansett.

OBS: Vektor-produkt er ikke det samme som skalarprodukt!

Innledning:

V1 har tre typer multiplikasjoner i forbindelse med vektorer:

@® Multiplikasjon med et tall: [2,3,4]5 = [10,15,20]

® Skalarprodukt: [2,3,4] - [3,-1,2] =23 +3(-1)+4-2 =11

@® Vektorprodukt: [2,3,4] x [3,-1,2] = [10,8,—11] (Skal vise hvordan vi finner [10,8,—11]
etter hvert.)

(Egentlig vil jeg si at skalarprodukt og vektorprodukt er operasjoner, mer enn "produkter",
men dette er navnene som brukes pa disse to nyttige operasjonene.)

Legg merke til at vi har:
@ vektor-tall=vektor
@ vektor-vektor=tall
@® vektorxvektor=vektor

Definisjonen av vektorprodukter har bakgrunn i et enske om & ha en vektor som har disse
egenskapene:
@ Storrelsen skal veere: |4 x V| = ||| V] sina (der a er vinkelen mellom # og V.)

Dette er som kjent lik arealet av parallellogrammet utspent av « og V!

Arealet kan som kjent ogsé regnes ut som: J( U V)E=d - v)?
@ Vektorproduktet skal st normalt pAbdde  og V; U xV L uAuUxV LV

® .,V ogu x V skal utgjore et "hoyre-hinds-system", d.v.s. at de skal ha samme retninger som
x —, y — og z —aksen i et tredimensjonalt koordinatsystem.
Vektorproduktet regnes ut pa denne litt merkelige méten:
U = [x1,y1,z1] 0g V = [x2,2,22] gir

vektorproduktet: & x V = [y1z2 —z1y2,—(x122 — 21x2),X1y2 — y1x2]

Dette ser jo komplisert ut, men folgende oppstilling gjor det enkelt & holde orden pé
utregningen:
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= [x1 Y1 z1]
= [x2 2 2]
uUxV = [yiza-ziys, —(x122-21x2), X1y2 = y1x2]
Denne oppstillingen er kanskje opphavet til navnet "kryss-produkt"!
Legg merke til hvordan vi foretar en kryss-multiplikasjon av de komponentene i % og vV som
stdr igjen nar vi fjerner de komponentene som tilsvarer den komponenten vi regner pa i
vektorproduktet!
Dessuten, y - komponenten skal ha en ekstra minus!

<l =/

Eksempel:

2,3,4] x [3,-1,2] :

2 3 4]

3 -1 2]
WxV= [3:2-4(-1), ~(2-2-4-3), 2(-1)-3-3]

<l =]
[

= [3:2-4(-1),-(2+2-4-3),2(=1) =3 + 3]

=[10,8,-11]
Anvendelser:

Finne normalvektor til et plan ut fra to vektorer i planet.

Viserat u x v = [10,8,—11] stdr normalt p& u = [2,3,4] og v = [3,-1,2]
ved a teste med skalarpoduktene:

(i xV) u =[10,8-11]+[2,3,4] =102 +8 -3 +(-11)4 =0

(i xV)-v =[10,8-11]+[3,-1,2] =103 +8 + (-1) + (-11)2 =0

Finne arealet av et parallellogram utspent av u og V:
AREAL = \ﬁx?\ =|[10,8,-11]| = 102 +82+11%2 = /285

Vi ser at dette stemmer med formelen: AREAL = J (u||[vV]D2=@ V) =

(29 [14)2 —(11)? = 29- 14— 121 = /285

Finne avstanden fra et punkt P til en linje med retningsvektor 7 og et punkt A:

Arealet utspent av retningsvektoren 7 og AP blir grunnlinje-hoyde: ‘7 ‘ ed =7 x ﬁ‘

AREAL __ “TPX7‘ _ (‘ﬁ“ﬂ)k(ﬁy)z
‘*}

| 7| 7|
Hvis AP = u = [2,3,4]og 7 = Vv = [3,-1,2]
far vi :

og vi far formelen: d =

7

A
d = 17| J1&
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Bevis for koordinatformelen for vektorprodukt:

(For spesielt interesserte...)
U = [x1,y1,21] 08 V = [x2,y2,22] gir koordinatformelen:
U xV = [yiz2 —z1y2,—(¥122 — 21X2),x1¥2 — y1x2]

Sjekkavom: ' x Vv L W ogu xVv LV :

— — —
(U x V) e u = [yiza —z1y2,—(x122 — 21X2),X1y2 = y1X2] * [X1,Y1,21] =
X1Y1Z2 —X1Y2Z1 —X1Y122 + X2y1z1 + X1y2z1 —x21z1 = 0

— — —
(U x V) v =[yiz2 —z1y2,—(X122 — 21X2),X1¥2 = y1X2] * [X2,2,22] =
X2V1Z2 —X2Y2Z1 —X1Y2Z2 + X2y2z1 + X1Y222 —X2y122 = 0

Sjekk avom: [ x V| = [(|u|[V])? = (i - ¥)?
For 4 slippe rottegn sjekker vi like godt: (|u x v |)? = (|u||V])? = (W + V)?

Venstre side:

(U xV])? = 0iz2 —z1y2)? + (122 —21%2)2 + (x1y2 —y1x2)? =

Viz3 = 2y1z0z1y0 + 2393 + X325 — 2x12021%2 + 23x5 + x3y3 — 2x1yayixa + yIxE =

y%z% +Z%y% +x%z% +Z%x% +x%y% +y%x% —2V122Z1V2 — 2X122Z1X2 — 2X1)2)1X2
Hoyre side:

(xt+yt 422 B +)13+423)2 - (rixa +yn +21:)? =

(f +37 +2D G +y3 +23) — (axz +yiye +ziz2) (X2 +y1y2 +2122) =

XTX3 +ViX3 +21X3 +XTy3 + Yiy3 +21y3 +x{z23 +yiz3 + 2723 —

(c2x3 + y1yax1X2 +2122X1X2 + X1 X2) 1y + VY3 +

Z1Z2Y1y2 + X1X22122 + Y1)2z122 +2123) =

y%x% + z%x% +x%y% + z%y% +x%z% +y%z% —2V1yaX1X2 — 22122X1X2 — 2Z122)1)2
Bortsett fra rekkefolge ser vi at ligningen er oppfyllt.

Dette illustrerer hvor genialt det er med vektorer!

Vektorer som begrep og notasjon sparer oss for denne type fryktelige utregninger.
Tenk om vi skulle gjort denne type utregninger i alle geometriske problemstillinger i 3
dimensjoner-...
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