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Innledning

Dere ma ta med datamaskin, da vi skal bruke bade GeoGebra og et annet program som ligger pa
nettet.

Pa fagdagen jobber dere med dette arbeidsarket, da jeg gnsker a gjgre ting litt annerledes enn i
boken:

Introdusere praktiske eksempler (Se Vedlegget til slutt!) med en gang og bruke disse som
eksempler parallelt gjennom 6.1 til 6.5.

Dette er for a knytte alle formler og teknikker til gjennomgangseksempler det er lett a huske
istedenfor til eksempler som ikke er tilknyttet anvendelser.

Ga igjennom noen ekstra lgsningsmetoder, triks og lure variabelskifter.

Dette er for a gi dere enda mer trening og forstaelse av variabelskifteteknikken dere leerte i
forbindelse med integrasjon i kapittel 5. Dessuten vil disse triksene 1gse noen eksempler som
boken ikke har Igst eller som man ellers ma bruke datamaskin for a Igse. Jeg haper ogsa at
de kanskje "treffer" mulige eksamensoppgaver oppgavenemden kan finne pa a gi...

Ta vare pa dette arket, vi vil komme tilbake til det senere, og det vil vare et godt
hjelpemiddel til eksamen!

Terminologi:

Hva er en differensialligning:

En differensialligning er en ligning med en funksjon (y), dens deriverte (y',y",...) og
den uavhengige variabelen x.

xy' +y=x?

Differensialligningens orden er den hgyeste deriverte som forekommer i ligningen.
Ligningen i eksemplet over er altsd av Fgrste orden.

En fgrste ordens, linezr differensialligning er separabel hvis vi kan skrive den pa

formen: f(y)y' = g(x), dvs. med alle y —ledd til venstre og alle x —ledd til hgyre i
ligningen.
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En differensialligning er linear hvis det ikke opptrer noen potenser av y —er (deriverte
eller ikke).
Lineer:  y"+x%y'+e‘y =x  Ulineere:  yy +x’y =¢€%, y' +3y? =x

Eksempler:

De praktiske eksemplene refererer til vedlegget til slutt.
Det er ikke meningen at dere skal huske alle disse eksemplene eller klare a lpse dem na.
Poenget er a introdusere dem, slik at dere gjenkjenner dem nar vi kommer tilbake til dem senere.

Differensialligning: | Orden: | Lgsning: Praktisk eksempel:

y =ky 1 y = Ce® Populasjonsvekst. (Eks. 3 s. 284)

y' = —ky 1 y = Ce™® Radioaktiv nedbrytning. (Eks. 8 s. 295)
y'+3y -2y =x 2 Senere, se 6.6: (Svingninger, 2dre ordens diff. ligning.)

h' = —kJh 1 h(t) = (C—£1n? | Toricelli: T¢emming av tank.

T = —k(T—Tomg) |1 T = Tomg + Ce™™ | Temperaturfall i en kaffekopp. (642 s. 402)
Y =u-%<y 1 y =4 Ce™ V' Utslipp i fjellvann eller tank. (Eks. 4 5.284)
mg —kv? = my' 1 y = \/? % Fritt fall med luftmotstand( Eks. 7 s. 291)
y = ky(N-y) 1 y = 1+C1Z*kN’ Populasjonsvekst med begrensning. (s. 288)
y' = ky(B - ty) 1 y = % Utvikling av epidemi (Siste i eks. 4 s. 267)

Legg merke til at den uavhengige variabelen ofte er ¢ for tid.

Hva er en lgsning av en differensialligning:

En Igsning av en differensialligning er en funksjon y som passer i ligningen.

P4 prgven hadde vi eksemplet: xy' +y = x2

x2

Spesielle 1gsninger: y=%1, y=<+1

o e 2 .
Vi viser at 5~ er en Igsning:

2 2
VS=xy'+y=x+2x+L =3 =42

3
HS = x?
I og med at integrasjon er ngdvendig for & lgse en differensialligning, dukker det opp
integrasjonskonstanter:
2

Generell 1gsning: y=5+ <

Generelle 1gsninger inneholder alle 1gsningene til differensialligningen!

Oppgaver:
2 2

a) Visaty = £~ + < erlgsningixy +y = x

b) Visaty = Ce* er Ipsningavy' —ky = 0
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c) Visaty = Ce™® erlgsningavy' +ky = 0

d) (608 b) Vis at y = Asin(kx + @) er lgsning av y" + k?y = 0
e) Visat h(f) = (C— £1n)? erlgsningav h' = —kJ/h

f) Visat T = Tong + Ce ™ erlpsning av T = —k(T — Tomg).
g) Visaty = Y — Ce V' er Igsning av y' = u — Ly

Initialbetingelser:

I praktiske eksempler ma vi bestemme konstantene (C) vi har fatt i l@sningene.
Dette gjgres med initialbetingelser:

Eksempel:

I en dyrepopulasjon far 10% av dyrene 2 avkom i gjennomsnitt hvert ar.

Vi lager en differensialligning:
Endring Ay i populasjonen y i en tidsperiode At: Ay =y % < 2At = y' = 0.2y
Vi vil senere lere teknikker for 4 finne Igsningen y = Ce%*

Hvis vi vet at populasjonen er 1000 nar ¢ = 0, har vi initialbetingelsen:

y(0) = 1000
som gir oss: 1000 = Ce*?*? < C = 1000
Altsa har vi den spesielle Igsningen: y = 1000e**,  f[ar]
Oppgaver:
I disse oppgavene kan du bruke GeoGebra til 4 studere hvordan lgsningene varierer med C hvis
du lager en glider/skyver av C.

a) En radioaktiv isotop brytes ned ved at 0. 1% av massen brytes ned per tidsenhet(1s).
Vi har altsa at endringen i masse pr tidsenhet er: m' = —0.001m

Lgsningen er m = Ce 0001

Finn den spesielle Igsningen nar vi starter med 0.5 kg av isotopen.
b) Endringen 1 temperatur pr tidsenhet (min) for en kaffekopp er ifelge Newton
proporsjonal med

temperaturforskjellen fra omgivelsene (20 grader):

T' = -0.005(T - 20)

Lgsningen her er T = 20 + Ce 009

Finn den spesielle lgsningen hvis temperaturen i utgangspunktet er 80 grader.

c¢) I den lille byen Renvik har familiene Rikerud og Grisk nettopp startet en kjemisk
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fabrikk, Splux AS, som produserer innsektmidlet KillAll. All produksjon eksporteres til
fattige utviklingsland, da innsektmidlet har visse bivirkninger ogsa for mennesker. Splux
AS vil hvert ar slippe ut 1200 kg gift i den tilliggende idylliske innsjgen Renviksvannet,
da de ikke er interesserte i ungdige utgifter pa sikker destruering av produksjonsavfall.
Volumet av Renviksvannet er V = 2000000 m?, og gjennomstrgmmingen er hvert dggn
5000 m>.

Vi vil finne giftmengden 1 vannet som funksjon av tiden. (y)

. 3
Endring i giftmengde pr. tidsenhet Ar; &L = 20k __ vke . 5000m

At 365 dggn 2000000 m* 1dggn
y' =3.29-0.0025y

Lgsningen her er y = 1316 + Ce 0002

Finn den spesielle lgsningen hvis giftmengden i Renviksvannet i utgangspunktet er O
kg.
Hvor mye gift vil det vere i sjgen nar det har gatt lang tid?

d) En fallskjemhopper med utstyr har massen m og luftmotstanden er proporsjonal med
kvadratet av hastigheten kv2.

Newtons andre lov sier at kraft = masse - aksellerasjon, og vi far derfor
differensialligningen

mg — kv = ma < mg — kv’ = mv'

da akselerasjonen er den deriverte av hastigheten a = v'.
Denne differensialligningen har 1gsningen

y - [mg 1+ celi
kgl

Med m = 120 Kg, k = 100 Ns?>/m? og g = 9.81 m/s? far vi:

Vi antar at hopperen har startfarten v(0) = 90km/t= 25m/s idet fallskjemen utlgses.
Finn den spesielle lgsningen 1 dette tilfellet.
Hva er farten idet hopperen nar bakken? (¢ stor)

Retningsdiagrammer

Nar differensialligningene kan skrives pa formen y' = f(x,y), kan vi lage sakalte
retningsdiagrammer for Igsningene, selvom vi ikke har funnet lgsningen.

I et punkt P = (x,y) pa lgsningskurven er stigningstallet til tangenten y' = f(x,y).
Vi kan derfor tegne mange sma tangenter til kurven ved & regne ut y' for mange verdier av x og y.
Se figur 271 1 boken.

Differensialligningen xy' + y = x? kan feks. skrives som y' = xzx_' =x- 2.

Oppgaver:

G4 ut pa nettet og bruk programmet som ligger pa
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http://www.math.psu.edu/dlittle/java/calculus/slopefields.html
til 4 lage retningsdiagram for differensialligningene:
a)xy +y = x> (Eksempel fra prgve)

b) ' = —0.0134/h (Toricellis tsmming av tank)
(I programmet ma du skrive —0.0134 x sgrt(y))

¢) T' = —0.005(T — 20) (Newtons avkjglingslov)

d)y' =3.29-0.0025y (Gifti Renviksvannet)

Losningsmetoder:

Det vi har ventet pa! Hvordan finner vi egentlig Igsningene til disse differensialligningene?
Det enkle svaret: Ved hjelp av integrasjon, men, det krever ofte noen omforminger og triks for a

fa noen integral vi kan lgse...

Metode | - Eksakte differensialligninger (6.2)

Huvis ligningen er pa formen y' = f(x) istedenfor den mer generelle y' = f(x,y),
kan vi finne lgsningen ved a integrere direkte:

y = [fx)dx
Eksempel:  y' = x+cos(x) => y = I(x + cos(x))dx = % + sin(x) + C

Enkelt og greit, vi bruker ikke mer tid pa det :-)

Metode Il - Separable differensialligninger (6.3)

Hvis ligningen er pa formen f(y)y' = g(x) er den sakalt separabel, med bare y-er til venstre
og bare x —er til hgyre.

Hvis vi integrerer pa begge sider far vi: I f)y'dx = jg(x)dx

Her gjenkjenner vi kjerneregelen! y'dx = dy !
Sa vi kan gjgre variabelskifte pa venstre side fra x til y:
[f0)dy = [ g@)dx
og far da
F(y) = Gx)+C,  der F'(y) = f(y) 0g G'(x) = g(x)

Etter 4 ha innsett dette gjgr vi i praksis slik:

y =k Al (Toricellis tsmming av tank)
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d dy dy
o= ky e = kdy & [ = [kdv =

2y =—kx+D = y=(L-£x)?=y=(C-4Lx)?

Oppgaver:

Lgs differensialligningene:

a)y' —ky =0
b) T = —k(T — Tomg)

c)y =3.29-0.0025y

Metode lll: Produktsetningen

Produktsetningen for derivasjon kan brukes baklengs!

Fra prgven 18.03.09:  xy' +y = x?

Hvis vi skriver den som  y'x +yl = x?

gir produktsetningen oss  (yx)' = x?
og da kan vi integrere begge sider  yx = j x2dx = % +C

og féar lpsningen y = % + <

Nar vi fgrst er igang:
Hva med xy' + ny = f(x)?
Multipliserer med x"! og far:  x"y" + nx"'y = f(x)x"!
Igjen gir produktsetningen (yx™)" = flx)x"!

som forhapentligvis kan integreres: yx" = f Flo)x"dx

og dermed gir lgsningen: y=x" I Fx)x"dx
Eksempel: xy' + 4y = x?
Multipliserer med x*'= x? : x4y +4xdy =%
Integrerer: xty = Ix5dx = % +C
Og far: y = % + x%
Utfordring:
Da mé vel ogsa brgkregelen (L)' = % kunne brukes baklengs?
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!

Eller mer relevant for oss: () =2
X

Lag en regel/metode for a lgse ligninger pa formene:
xy' =y = flx)

0g
xy' —ny = f(x)

Vedlegg:

Noen praktiske anvendelser som vi bruker som
giennomgangseksempler i kapittel 6.1-6.5

Eksponentiell vekst som enkel populasjonsutvikling:
(Eksempel side 284 og side 287.)

En populasjon har en endringshastighet (fgdsler-dgde)/tidsenhet som naturlig vil vaere
proporsjonal med populasjonen.
Dette gir:
y' =ky  medlgsning y = Ce®

Radioaktiv nedbrytning:
(Eksempel 8 side 295.)

Tilsvarende vil massen av en radioaktivitet avta og ha en negativ endringshastighet
proporsjonal med den massen som
erigjen:
y' = -ky  medlgsningy = Ce™™

Eksponentiell vekst med baereevne:

(Eksempel 5 side 288.)
Istedenfor y' = ky har vi her en maksimal bareevne, det vil si et maks antall individer og det
kan
modelleres slik:
y =ky(N—y)  medlgsningy = —2Z

1+Ce Nt

Vi ser av differensialligningen at veksten (y') blir liten hvis y neermer seg N.
Dette medfgrer at y flater ut med y = N som asymptote.

—kNt

Nar t > oo vil Ce™ - 0 og viseraty — N.

Dette kalles logistisk vekst.

Utvikling av epidemi:
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(Eksempel 4 side 267, tredje og siste del. Antagelig godt utenfor pensum...)
En slektning av logistisk vekst er:y’ = ky (B—1Yy)

Poenget her er at endringen i antall smittede er
proporsjonal med antall smittede, begrenset av antall individer i populasjonen,
mgter og smittesituasjoner (B) og at de fleste blir friske etterhvert som tiden gar (7).

B
1 kBt
T +Ce

serviaty - Onlrt — oo, da Ce

Ser vi pa Igsningen y =

B
th

- 0og — Onart - oo.

Fallskjermhopp og fritt fall med luftmotstand

(Eksempel 7 side 291.)
Newtons andre lov sier at kraft = masse - aksellerasjon,
og vi far derfor: Tyngde-luftmotstand=masse-aksellerasjon
Med akselerasjon som den deriverte av hastigheten far vi differensialligningen

mg —kv? = my'

hvis luftmotstanden er proporsjonal med kvadratet av hastigheten.

Lgsning:
y - [mg 1+ celi
kgl

(Hvis proporsjonal, som boken regner med i eksempel 7 side 291, far vi isteden

mv' = mg — kv
som ofte brukes i l&erebgker, da den er enklere a lgse, men den er mindre realistisk i
virkeligheten.)

Newtons avkjglingslov:
(Oppgave 642 side 402.)

Endringen i temperatur pr tidsenhet er ifglge Newton proporsjonal med
temperaturforskjellen fra omgivelsene, og vi har derfor differensialligningen:
T = —k(T — Tomg)
Lgsning:
T = Tonyg + Ce™

Utslipp i tank eller innsjg:

(Eksempel 4 side 284.)
I den lille byen Renvik har familiene Rikerud og Grisk nettopp startet en kjemisk fabrikk, Splux
AS, som produserer innsektmidlet KillAll. All produksjon eksporteres til fattige utviklingsland,
da innsektmidlet har visse bivirkninger ogsa for mennesker. Splux AS vil hvert ar slippe ut 1200
kg gift i den tilliggende idylliske innsjgen Renviksvannet, da de ikke er interesserte i ungdige
utgifter pa sikker destruering av produksjonsavfall.
Volumet av Renviksvannet er V = 2000000 m?, og gjennomstrgmmingen er hvert dggn
5000 m>.

Vi vil finne giftmengden 1 vannet som funksjon av tiden. (y)
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3
Endring i giftmengde pr. tidsenhet Az: L o 100k ke - - 2000m
Al 365dggn 2000000 m 1dggn
. 1200 k
Generelt, med utslipp u=—>=
365 dggn
og gjennomstrgmmin _ 5000m’
g & g 8= 7 dogn
far vi:
/ 8
y su=5y
Lgsning:
y = ‘g” — Ce V!

Toricellis tsomming av vanntank:

(Fra time tidligere i vares.)

I et lite tidsrom At vil volumet i flasken avta med AV = Ah « ﬂdT%
2
som er like volumet som passerer ut av det lille hullet: AV = ndevAt (Hastighet v)

Altsa har vi ligningen:

di _ _dy
Ah ﬂT = ﬂTVAl

Eller etter forkorting:
Ah - d} = d3vAt

Potensiell hgydeenergi gar over i kinetisk energi, sa vi har: Amgh = %Amv2 =v=[2gh
Setter vi inn v = ,/2¢gh i hgyresiden av ligningen, far vi:

Ah - d? = d&3 [2gh At

Differensialligningen er da grenseverdien av denne ligningen:
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W= (2 oy i

d
Eller enklere:

h = kJh
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