6.3 Teknikker

6.3 - Teknikker

Terminologi:

Hva er en differensialligning:

En differensialligning er en ligning med en funksjon (y), dens deriverte (',y",...) og den
uavhengige variabelen x.

xy +y = x?

Differensialligningens orden er den hoyeste deriverte som forekommer 1 ligningen.
Ligningen 1 eksemplet over er altsd av Forste orden.
En differensialligning er linecer hvis det ikke opptrer noen potenser av y —er (deriverte
eller ikke).

Linezr: y" +x?y' +e*y=x  Ulineere: yy' +x*y=¢, y' +3)? =x

En forste ordens, linezr differensialligning er separabel hvis vi kan skrive den pa formen:
)y = g(x), dvs. med alle y —ledd til venstre og alle x —ledd til hoyre i ligningen.

Hva er en lgsning av en differensialligning:

En losning av en differensialligning er en funksjon y som passer 1 ligningen.
Eksempel: xy’ +y = x?
Spesielle losninger: y =
Vi viser at ’;—2 er en lgsning;:

/ 2 x2
VS=xy +y=x-5x+% =3 =x
HS = x?

I og med at integrasjon er nadvendig for & lose en differensialligning, dukker det opp
integrasjonskonstanter:

Generell losning: y= "3—2 + £ (Egentlig: Losninger, det er uendelig mange av

dem...)

Generelle losninger inneholder alle losningene til differensialligningen!

Initialbetingelser:

I praktiske eksempler ma vi bestemme konstantene (C) vi har fatt i lasningene.
Dette gjores med initialbetingelser:

Eksempel:
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I en dyrepopulasjon far 10% av dyrene 2 avkom i gjennomsnitt hvert ar.
Vi lager en differensialligning:
Endring Ay 1 populasjonen y i en tidsperiode At:

Ay=y+10 oAt = 22 = 0.2y

Al
Lar vi At — 0, far vi differensialligningen:

¥ =0.2y
Vi vil senere lzre teknikker for 4 finne lgsningen y = Ce®%
Hvis vi vet at populasjonen er 1000 nér ¢ = 0, har vi initialbetingelsen:
3(0) = 1000
som gir oss: 1000 = Ce’?? < C = 1000

Altsa har vi den spesielle lgsningen: y = 1000e%%,  #[ar]

Retningsdiagrammer

Nér differensialligningene kan skrives pa formen y' = f(x,y), kan vi lage sékalte
retningsdiagrammer for lgsningene, selvom vi ikke har funnet lgsningen.

I et punkt P = (x,y) pa lesningskurven er stigningstallet til tangenten y' = f(x,y).
Vi kan derfor tegne mange sm4 tangenter til kurven ved 4 regne ut y' for mange verdier av x og

V.
Se figur 271 i1 boken.

Differensialligningen x)’ +y = x? kan feks. skrives somy' = ~% = x —

Lasningsmetoder:

Det vi har ventet pa! Hvordan finner vi egentlig losningene til disse differensialligningene?
Det enkle svaret: Ved hjelp av integrasjon, men, det krever ofte noen omforminger og triks for

a fa noen integral vi kan lose...

Metode | - Eksakte differensialligninger (6.2)

Hyvis ligningen er pd formen ' = f{x) istedenfor den mer generelle y' = f(x,y),
kan vi finne lgsningen ved & integrere direkte:

y = | fIx)dx
Eksempel: )’ = x+cos(x) = y = I(x + cos(x))dx = % +sin(x) + C

Enkelt og greit, vi bruker ikke mer tid pd det :-)
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Metode Il - Separable differensialligninger (6.3)

Hyvis ligningen er pd formen f{y)y’ = g(x) er den sakalt separabel, med bare y-er til
venstre og bare x —er til hoyre.

Hvis vi integrerer pa begge sider far vi: f f)y'dx = f g(x)dx

Her gjenkjenner vi kjerneregelen! y'dx = dy ! (Husk at vi hadde u'dx = du.)

Sa vi kan gjere variabelskifte pd venstre side fra x til y:
[f)dy = [g)dx
og far da
FO»)=Gx)+C, derF'(y) =Ay)og
G'(x) = glx)

Etter & ha innsett dette gjor vi 1 praksis slik:

y' =0.2y

LA =02y &

& Y =0.2dx = [ Y =[0.2dx

B3
Iny= 0.2x + C; & y = 201 =y = 0701t = Ce¥>

Metode Ill: Produktsetningen

Produktsetningen for derivasjon kan brukes baklengs!

Eksempel:  xy' +y = x?

Hyvis vi skriver den som  y'x +yl = x?

gir produktsetningen oss ~ (yx)' = x2

og da kan vi integrere begge sider  yx = szdx = % +C

og féar lesningen y = XTZ +

=|a

Metode IV: Integrerende faktor

Denne metoden er en utvidelse av produktsetningen for tilfeller som er litt mer kompliserte
enn 1 eksemplet over, det vil si ligninger pa formen:

Y +fx)y = g(x)

Vi innforer den sékalt integrerende faktor: IF = eI S
Multipliserer med denne og far:

y,eJAﬂx)dx +y eJ‘ﬂx)dxﬂx) _ g(x)ejﬂx)dx

Ulven 22.03.10 3Jav4 teknikker.tex



6.3 Teknikker

Og her kan vi bruke produktregelen, da
(eI ﬂx)dx)’ = eI ﬂx)dxf(x) ved hjelp av kjerneregelen:

(y . eJ‘ﬂx)dx), _ g(x)ejaﬂx)dx

Savifary = I g(x)ej ﬂx)dxdx, som vi forhdpentligvis klarer & integrere.

Eksempel:

Ly ) _
Vi gy=x IF = eI T e =y (Vi velger en losning med
integrasjonskonstant lik null.)

Mutiplikasjon med /F = x gir:
Yx+yl =x2 og vi er tilbake til eksemplet over i metode I1I med

produktsetningen:

3 2
) =x>eopx=%+Coy==%5+

=]
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