Lasningsskisser eksamen R2 29.11.2011

Del 1 - Uten hjelpemidler

Oppgave 1

a)
1) Produktregel: f'(x) = le* +xe* = e*(x + 1)

2) Kjerneregel: g(x) = 2sinu, u=2x
g'(x) = 2cosu +2 = 4cos2x

3) Kjerneregel: h(x) = 2u?,  u = sinx
h'(x) = 4u - cosx = 4sinxcosx
Eventuelt:

h'(x) = 2 - 2sinxcosx = 2sin2x

b)

1) Delvis integrasjon: jxcosxdx = xsinx — I Isinx = xsinx + cosx+ C

2) Delbrgksoppspalting: x2“_4 =L -L
[ —dx = [Lrdx— [ L-dx = Inlx — 21~ Inlx + 2H4C = 22 HC
Eventuelt:

x=2 — In|X=2 = X2
Inl ) +C = Inl g +InD = InlD g I

3) Variabelskifte: u = cosx = 4% = —sinx < dx = -2
. . 4
[sinxcos®xdx = [sinx u? =4 = —[uddu = -4 + C =
C - L cos*x

4

(Alle integrasjonene kan kontrolleres ved & derivere svarene og
se om vi kommmer tilbake til utgangspunktet.)

c)

Aritmetisk rekke med a; = 1 og differanse d = 2.

Direkte summering gir: S; = 1,82 = 4,53 = 9,54 = 16

Vi ser det velkjente resultatet; summer av ulike tall blir kvadrattall.
Forutsetter vi dette, far vi S100 = 1002 = 10000

Vi bgr kanskje vise at dette resultatet er riktig:
Sp=(a1+a)t=0+2n-1)% =n?
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d)

Direkte summering gir: S; = 1,82 = 8,53 = 27,54 = 64

Vi ser at summene er kubikktall, altsg at S, = n?

Dette gir: S100 = 100* = 1000000

(A vise dette resultatet er vanskelig og utenfor R2-pensum.

Pa delen med hjelpemidler kunne vi tatt utganspunkt i at
differansene til fglgen er av fgrste grad, fglgen er derfor av
andre grad og summene av tredje grad.

Kurvetilpasning av et tredjegradspolynom (ax® + bx? + cx + d)
til tabellen:

1123 |4

182764
vilda gi: S, = n3.)

e)

1) Amplitude: a = £ "““;f = 5—51 =2
Likevektslinje: d = Jmaxtfmin “‘“X+f o= 5 =3
Perioden avlsest fra (— 1 3) til (5 3,3: T=6.3

Detg1rc—27”= = = 1.0

2) Sa langt har vi: f(x) = 2sin(x+ ¢) + 3
Da ¢ = 1.0 er ¢ faseforskjellen, som kan leses av pa likevektslinjen
mellom (-1,3) og (0,3), altsa ¢ = 1

fx) =2sin(x+ 1) + 3

f)

Kan bruke integrerende faktor eller separere:
=1, y#F—= (Tr1v1ell lgsning, inkludert i endelig l@sning lenger ned.)

dy = Idx

3)+5
som gir: I—dx = Idx = f
Integrasjon gir:
+ 1By + 5= x+ C; & 3y + 5= 3x+ C; &
13y + 5= e3*C2 = 3y +5 = C3e¥* <
5

y=-3+ %eh = y=-2+Ce*™  (Generell Igsning.)

3y+5

Initialbetingelse: y(0) =2 = 2=-3 +C & C= +

):  y=4e3—3  (Spesiell Igsning.)
g)
= [1.1,2], AC=1[6,3.4]
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ex ey e;
—_ —
DABxAC=|1 1 2 | =[-2,8,-3]
6 3 4

—_— — —
2) (ABx AC) -AB = [-2,8,-3] - [1,1,2] = 2+8-6 =0
—_— — | —

(ABxAC) -AC = [-2,8,-3] - [6,3,4] = —12+24-12 =0

(Dette er som vi vet en del av definisjonen av vektorprodukt;
at det skal sta normalt pa begge vektorene vi lager vektorprodukt av.)

Del 2 - Med hjelpemidler

Oppgave 2
a)
Fil2 obiekt TP, = (1.76,9) TP, = (4.93,9)
= Avhengige ohjekt
. BP,=(022,1) 2
. BP,=(335,1)

i@ TP, =(1.79,0)
i@ TP,=(4.93,9)
@ f(x) =4 sin(2x—2) +5

BP,=(0.22/1)  pp,=(3.35,1)

T T T
o 2 4 [}

b) sin(2x — 2) vil variere i omradet [—1, 1], sa stgrste verdi ma bli:
Soax =4+14+5=9
og minste verdi:
Smin =4 (-1)+5=1

Minimalverdier nér:

2x—2=37”+k2nc>x=%+k7r
) x=Ed _gp=1-£ 20215
_ 3rn+4 _ 3¢ ~
—T+—T+1~3.35
Maksimalverdier nar:
A-2=Z+k2n = x=E% +kn

) x= = I ] x1.79

X = ”Z4+7r=%”+1z4.93

c)

Flere muligheter her:
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I cosinus-funksjon faseforskjgvet 4- + 1 ~ 1. 79 mot hgyre:
fx) =4cos(2(x— (4 +1)) +5=4cos(2x— (5 +2)) +5

I Utregning: f{x) = 4cos(2x + @) + 5 for eksempelvis punktet
(A1) =(1.5)
5=4cos2+@)+5 = cosQ+9)=0=2+¢0 =7 +kr <
¢=72—2+kn
Velgero = - -2-n= -5 -2
og fér: flx) = 4cos(2x— 4 —2) +5

III Omforming med formlene: sinu = cos(J — u) og cos(—u) = cosu
sin(2x —2) = cos(§ —(2x—2)) =cos(-2x+2+ %) =
cos(—(2x+2+ %)) =cos(2x-2-7)

(Amplitude og likevektslinje som fgr.)

Oppgave 3

2, 2, 2
245+ S5+ x+0
a) Geometrisk rekke med a; = 2 og kvotient k = +.

b) Konvergens: —1 < k < 1, og dessuten x + 0!

1<l es-1-1<0 (Ikke multipliser med x og mist lgpsninger!)
=l <0 = 2L >0

Tall-linjer gir: x < =1 Vx > 0

lcile 2o 2L 50

X X

Tall-linjer gir: x > 1Vx <0

Slar vi sammen alle kravene far vi konvergensomradet:
L= <(_’_1> U <1’_)>
Noen foretrekker a gjgre slik: <1 e=kk<le Ll o

2
X
2 2_ -1 1
L= v e =L > (0 e DD )§x+) >0
X

Tgll-linjer girigjen: L = (<—,—1§ u(l,-)

OS() = U= 2= 2 xe (e )U(L)

(Utenfor konvergensomradet er formelen meningslgs.)

d) Vanlig hyperbelfunksjon...dette klarer dere selv.
Grafen bgr bare tegnes i definisjonsomradet («,—1) U (1,-).

e)S(x):—1<:xZ_—)‘1:_1<3%:0<j 3;_—11 0 =
X = % (Forkastes da utenfor konvergensomradet/definisjonsomradet.)

Dax = % ikke er i konvergensomradet, blir
ikke summen S (%) lik —1, slik ligningen krever. Dette ser vi ogsa
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av den opprinnelige fglgen:

2+ 2+ (f)z +...= 246+ 18 +... som ikke pa noen méte
3 3

konvergerer mot —1...

2x—(3x-3)
S(X) =3 xz—xl =3 xx—)lc

x=3

=0 E -0

Denne ligningen gir mer mening, x = 3 er i konvergensomradet,
sa summen konvergerer na mot 3.

Oppgave 4
a)

R229.11.11

= Frie objekt

..... Jf(x) =x*+3

LG g(x) = —x*+x>+4x+3
= Awhengige objekt

..... 2 A, =4

g By=d

b)fx) =glx) @ x*>+3=-xX+x>+4x+3 =
X-dx=0=xx-2)x+2) =0 =
x=0Vx=-2Vx=2

S1=(-2=2)) =(2,7)
S2 = (0,/(10)) = (0,3)
S3 = (2,f(2)) = (2’7)

)AL = [ () - g@)dx = [ (@ — dx)ddx =
O[&-22]=0- (2 222 =4

As = [*(8() —flw))dx = [ (= +4x)dx =
- +2x2] = -2 +2(2)) =4

Vi ser at arealene blir det samme. Vi ser ogsa at dette skyldes at
skjeringspunktene ligger symmetrisk om y-aksen, hvilket sammen
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med det faktum at utregningene bare har andre og fjerde potenser
fogrer til at fortegnene ikke spiller noen rolle, slik at svarene blir like
i begge utregningene. Dette studeres litt mer i detalj i d)...

d)

Tilsvarende regning som i b) og c¢):

Skjeeringspunkter:
fxX)=hkx) @x*-cax=0 x(x- Jc)x+ Jc) =0 =
x=0Vx=—-JcVx=Jc

A= fﬁ () — h(x))dx = | fﬁ Ex3 — cx)dx =
e[ S ] =0 (P 5V =

N
As = If (h(x) — f(x))dx = If (=3 + cx)dx =
e . GO L o)
V[ e = et =
C2 C2 _ C2
T tT T T

)2A1 = A2 QED

Oppgave 5

a) Lager fulle kvadrater:
X2 —dx+44+y2+6y+9+72-6z2+9=14+4+9+9 &
x-2)?2+(+3)?2+(z-3)2=6°

): Sentrum: S = (2,-3,3), Radius: R=6
b) Koordinatene fra / innsatt i kuleligningen gir:

2+2t-2)2+(-3+4t+3)>+(3+41-3)2 =36 <

412 + 161 + 161> = 36 < 361> =36 < t = +1

Skjeeringspunkter:
A=2+2(-1),-3+4(-1),3+4(-1) = (0,-7,-1)

B=(2+2+1,-3+4-1,3+4-1)=(4,1,7)

c¢) Planene har samme normalvektor, parallell med retningsvektoren
for linjen I, 7 = [2,4,4], sa vi velger 7 = [1,2,2] (= %7’)

a: (Gjennom A)
x,y+7,z+1]-[1,2,2] =0 <
x+2y+2z4+16=0

B (Gjennom B)

[x—4,y-1,z-7]+[1,2,2] =0 <
X+2y+2z-20=0
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(Kontroll:
. . . | ax+by+cz+d _ dl _ 16
Avstander til origo fra planene: d, = T = 3

og dp = %, slik at vi far:
dy+dp = & + 2 = 12, som stemmer med at dette ma vre
det samme som diameteren i kulen; 2R =2 -6 = 12.)

Oppgave 6

R229.11.11

a) Endringshastigheten er negativ, da vannstanden avtar, og proporsjonal med kvadratroten til

vannstanden;

Endringsfart = - const « ./ Vannstanden

eller mer matematisk:
y' =—kJy  [enhet???], 1€ [0,~) [minutter], k>0

b)

Separerer:  yTy' = —k, y % 0 (Triviell Igsning)
[y 3y'dt = — [ kdt

Kjerneregel gir: I yrdy = — J' kdt

IntegraSJon

)

Yl - k+C = 2y% =—kt+C = Jy = %(Cl—kt)

_1
3 +1

Kvadrering gir:  y = +-(C—k)*>  QED

(Egentlig er ogsa y = 0 en del av den generelle lgsningen!)

(Kvadrering kan gi falske Igsninger, men kravene i oppgaven gjgr at
disse ikke er noen problem, kravet til &, initialbetingelser og virkelighetens
krav eliminerer disse uansett.)

y0)=h < h=+C*<= C=%2/h  (h > 0fplger av settingen.)
(Oppgaven har valgt den positive, da den negative gir lgsninger
hvor vannstanden stiger (!) .)

Y(10) = & = 2 = L Jh —10k)? = 2k — 10k = + /i =

10k = J_J_@k—/_ RPN

=10
k = ‘/_ Vk= 3[/0% (Oppgaven har valgt den fgrste.)

Tanken er tom nar:
2--L =0 c> t=20 [mmutter]

(Ikke pa eksamen, men nar man studerer denne oppgaven hjemme i
fred og ro, bgr man lage skyvere av C, k og h i GeoGebra og
eksperimentere litt for a se hvordan dette pavirker Igsningen,

og visualisere teoretiske lgsninger som kan opptre nar vi ser

bort fra de praktiske kravene i det fysiske tilfellet.)
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