Eksempeloppgave

UDIRs eksempeloppgave hgsten 2008

Losningsskisser
Del 1

Oppgave 1

a)

b)

d)

f(x) = 2cos3x + 2x(—sin(3x) + 3) = (Produktregel og kjerneregel pa cos3x.)

2cos3x — 6xsin3x
f(x) = 3u?, u=e*+1
u' =e* .4  (Kjerneregel enda en gang...)
f(x) = 6u-u = 6ude* = 24e*(e* + 1)

A1) = %—4+1+2 = —% ): Under x —aksen
2)  f(x)=33x?-8x+1=2"-8x+1
f(1)=2-8+1= -5 ):  Grafen stiger nar x = 1.
3)  f'(x) =4x-38
f'(1)=4-8=-4 ):  MVH (f(x)) minker nir x = 1

Geometrisk rekke med a1 = 9,k = 0.1

,[ x24_1 dx = J‘ﬁdx - I ﬁdx = (Delbrgkoppspalting.)

2Inlx — 112Inlx + 1+C =
In(x-1)?—In(x+ 1)*+ C = In(£5)? + C

1y

) = 2407t = f (1) = 24T = 2

__ 12 _ _3
f@) = (V)3 2

_o24 _
f) =2 =12
Tangent: y—f(4) =f(AHx-4) @ y-12=-3(x-4) <
y—12=—%x+6@y=—%x+18

2)
Tangent:  g(x) = —2x+ 18
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g)

h)
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N\

Arealet ABC = [ (f(x) — g(0)dx = [ (24x7% + 3x— 18)dx =
3[48x7 + 3x> —18x] =48 - /4 + 242 - 18 -4 - (482 + 222~ 18.2) =
69 -48/2 =~ 1.18

—> —
AB =[2,2,1], AC =[1,0,1]

cos L BAC = ABAC _ __ 200 _ 2
ABIACI D202 12107412 2
[/ BAC = 45°

y' +cosx -y =0, y(0) = 4

!

Separabel: <~ = —cosux, y#+0
J.)L,dy = —Icosxdx < Inlyl= —sinx+ D < y = Ce™"* (Som inkluderer y = 0.)

y(0) =4 = 4=Ce¥0 = C=4

): y = 4e—sinx _ _4

eSinx

I cos xdx .
_ ,sinx
=e

Alternativt med integrerende faktor: IF = ¢

ylesinx +y€SinxCOSX -0 = (yesinx)/ -0 = yesinx = (C y = Ce—sinx

a; = 2, Api1 = dp+n+2, nenN

D a =2
a=2+1+2=35
a3 =5+2+2=9
as=9+3+2=14
as =14+4+2 =20

2) Induksjonsbevis:
n=1: ay = 2
1(143)
S =2 OK
n-n+1:
MA vise at: et = (n+1)(;1+1+3) _ (n+1)2(n+4) _nar vi vet at a, = @
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nel = An+n+2 = @+n+2=

n245nt4 _ (mrl)(n+4)
2 2

n(n+3)2n+4 203040044
2 B 2 a

(Faktoriserer teller vha. abc-formel.)

(For moro skyld prgver vi a vise det eksplisitt:

Vi ser at differansene er 3,4,5,6, ... altsd den lineare fglgend, = 2+ n

a, er da summefglgen av differansefglgen, a, = a; +3+4+5+6+...=

a +Z::11 di =24 (”;l) (3+ (2+ (I’l— 1))) =2+ (n=1)(n+4) _ Atn’-n+dn-4  _

2430 _ n(m+3) : :
=)
Del 2
Oppgave 2
a)
Vanlig & skrive: f(x) = 3sin’x, for 4 slippe parentesen...
Graf lenger ned.
fX)=0=sinx=0=x=0Vx=rx ):(0,0) og (x,0)
b)
Kjerneregel:  f(x) = 3u’,u = sinx = f'(x) = 9u?cosx = 9sin’xcosx
Faktorisering: f(x) = 9(1 — cos?x) sinx = 9(1 — cosx)(1 + cosx) sinx
Tall-linjer for 1 — cosx, 1 + cosx og sinx gir fortegnslinjen:
-5 0 z T a
0 0 0------ 0------ 0
Topp-punkt: (%.3)
Bunn-punkter:  (-%,-3), (3£,-3)
Terrassepunkter: (0,0), (x,0)
9)
F(x) = jf(x)dx = acos’x + bcosx + ¢
F'(x) = f(x) = 3acos’x(—sinx) — bsinx = (Derivasjon, kjerneregel.)
—3asinx(1 — sin’x) — bsinx = —3asinx + 3asin’x — bsinx =
(=3a — b) sinx + 3asin’x
Da ma:
3a-b=0ANa=1=a=1Ab=-3 QED
d)
F(x) = cos’x —3cosx + ¢
Areal= jgf(x)dx = F(rr) — F(0) = cos*r — 3cosm — (cos?0 —3cos0) = 4
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GeoGebra:
f(x)=Funksjon[3*(sin(x)) *3,-pi/2,3*pi/2]
I=Integral[{(x),0,pi]

Oppgave 3
a)
Ma tegne en perspektivtegning her...
—_
AB = [-3,4,0]
—_
Avstand AB:  |ABl= 32 +42+0? =5
b) .
AC = [-3,0,5]
- — —
e ey e;
—_— —
BxAC=| -3 4 0 = 20e, + 15ey, + 12¢, = [20,15,12]
-3 0 5
—>
AO = [-3,0,0]
—_— — —
Volum OABC = %I(AB xAC) « AOI= %I[ZO, 15,12] - [-3,0,0]= I-10l= 10
9

Arealene regnes ut med tallverdien av vektorene som utspenner trekantene:

Faspe = AB x AC= J202+ 152 + 122 = J769

Fasoc = 104 x 0Ci= 1[3,0,0] - [0,0,5]= /IOAPIOCY — (OA - 0C)>

S0 = 15

FasoclOB x 0C= 1[0,4,0] x [0,0.5]i= /IOBPIOCT? — (OB - 0C)* =

#5707 = 20

Faoss = 104 x OBI=1[3,0,0] x [0,4,0]l= /IOAPIOBY — (OA - OB)? =
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J34220% = 12
VS = 769
HS = 152 4+20%+ 122 = 769 QED
d)
—_— —
Normalvektor: na = AB x AC = [20,15,12]

Med P =(xy,z) ogA=(3,0,0)firvi: AP = [x - 3,y,2]
. - .

Betingelsen AP - n, = 0 gir: [x—3,y,z] < [20,15,12] = 0

) ac 20x+ 15y + 12z-60 = 0

e)  Normalvektor: 75 = [1,1,-1]

_ ngeng [20,15,12]-[1,1,~1] _ 233769 _
COS La’ﬁ_ gl - /202+]52+122 J]2+]2+]2 B 2307 ~ 0-4789
La,p =614
f)
— —
AB = [-3,4,0], AC = [-3,0,1]
—_ - =
ex ey e
e = ABxAC = [-3,4,0] x [-3,0,/] = | =3 4 0 | = dte, +3te, + 12¢. =
-3 0 ¢t
[4t,31,12]
- —
AP n, =0 <= [x—3,y,z] « [4,31,12] =0 = 4tx+ 3ty + 122 - 12t = 0 <
++5+4=1  QED
2 |
Planet girmot:  ++ 3 =1 4x+3y-12=0

Har normalvektor [4,3,0] og er derfor
-Parallelt med z —akse
-Normalt pa xy —plan
-4x + 3y — 12 = 0 er 2-dimensjonal ligning for skje@ringslinjen med xy —planet.

Oppgave 4 - Alternativ I

a)
Sum krefter: F =mg—kv(t)
ma = mv'(t)

Newtons 2dre lov gir da:
mg—kyv=mv'(t) < v'(t)+ %v(t) =g

b)

v+ By =10  [m/s?]
v+ +v =10
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Lgser som separabel ligning, men kan ogsa bruke integrerende faktor...

[s=dv="1[dt = -In50-vi= L +D < 50-v = Ce5 =
v = 50— Ce 0

vV0)=0<=0=50-C = C=50

) v(t) = 50 =507 = 50(1 — e %) [m/s], tisekunder.

9)
Fart:  v(4) = 50 — 50¢792* =~ 28 [m/s]
Akselerasjon: v'(f) = =50(=0.2)e %% = 10e "' [m/s?]
v'(4) = 10e702* = 4.5 [m/s?]
d)
Startbetingelse for ny situasjon: ~ v(5) = 50 — 5079?35 =~ 32 [m/s]
Sum krefter:  F = mg — kov?
e Iy ko2
gir: V4 vt =g
OBS: Oppgaven er upresis, men fra e) ser vi at de opererer med en ny ¢
som er null, nar den gamle ¢ var 5!
Initialbetingelse: v(0) = 32
Ligning: '+ -5v? =10 [m/s?],  dertisekunder.
e)
. _ v _ 1
Separabel: 10V’ +v? = 100 & —— = & <
Delbrgkoppspalting gir: 5= (V' + V) = 15 <
(o7 + V' =2 QED
f)
[Ldv+[~Ldv=2[dt < —Inll0 - vi+Inll0 + vl= 2t + D =
Inl{¥% 1= 2t + D < L = Ee* < 10+ v = 10Ee* — vEe” <
v+ vEe* = 10Ee” — 10 < v(1 + Ee?) = 10(Ee? - 1) <
v = 10£=L Ee” -1 _ = 10d=C2 —Ce™?
Ee?'+1 1+Ce™
v(0) =32 = 32 =105 = C=-0.52
v(1) = 1022252 /], i sekunder
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30

254

204

T T T T
o 2 4 i} 8

Kontroll: Nar farten blir konstant har vi akselerasjon lik null:
mg -kl =0 < v, = /% = /2% =10 [m/s]

Oppgave 4 - Alternativ 11

y’—XZ*C_]y:O, x # *1

Et poeng i denne oppgaven er at betingelsen gir to diskontinuiteter og tre intervaller for
Igsningen.
Man skal ogsa vare forsiktig med tallverdi og In-funksjonen her...

a>0| la=a

Regel for tallverdi:
a<0]|lal=-a

a)
Separabel: f%dy = f *dx, y=#0

x2-1

Inlyl= % Inlx* — 1+D (Integrasjon med variabelskifte: u = x> — 1)
y = C(elnlxzfll)% = C.Ix2 =11

. . . - 5—dx L n(2—
(Kan ogsa gjgres med integrerende faktor: IF = e I 20 = gy - =
x°—1

1y

Nar x € (—1, 1) bruker vi:lx?> — 1l= —(x> — 1) = 1 — x2, s Igsningen i dette intervallet blir:

y=Cyl-x*
2),3)
Graf: Se lenger ned.

b)
1)  Néarx e («,—1)U{(1,-) bruker vi: x> — 1l= +(x>* - 1) = x> -1

) y=Cyx*-1

2),3)
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Graf: Se lenger ned.

Poenget med a) og b) er a sette sammen en Igsning i hele definisjonsomradet, som blir slik:

y:C]‘[xz—l,nﬁrx<_1
y = Czﬂl—.xz,nﬁrx € <_1’1>
y:C3,¢x2—1,n§.I‘x>l

Sporsmal c) viser at de som har laget oppgaven ikke er klar over at man ma ha en
initialbetingelse i hvert intervall, og at man ikke kan bruke samme C i alle tre intervaller!

Hvis vi multipliserer ligningen med (x> — 1) far vi en annen ligning: (x? — 1)y’ — xy = 0.
Denne ligningen er definert i et sammehengende intervall og har ogsa lgsninger som er
henger sammen i hele intervallet: y = C,/lx? — 1| og en initialbetingelse vil da bestemme

C —ene i de to andre intervallene, men de ma regnes ut hver for seg slik at den deriverte

av lgsningen (y') er kontinuerlig for x = —1 og x = 1. (Ikke knekk pé kurvenix = +1.)

Som dere skjgnner,dette med eksistens av lgsninger, hvordan man skjgter sammen
diskontinuerlige lgsninger og hvorfor initialbetingelser bare gjelder i et kontinuerlig intervall
er avansert universitetsstoff, og jeg anser det som en ren glipp at UDIR har gitt denne
oppgaven i et eksempelsett. Jeg regner derfor med at denne type betraktninger er uaktuelle
til eksamen...

c)
Separabel: [ Ldy = [Z—dx

x2-1

Delbrgksoppspaltning gir: I%dy = I Ldx - I —dx =

x—1
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Ix—11

Inlyl= Inlx — Ii=Inlx + I+D < Inlyl= In — + D <
y = Cl<L

x+1
Initialbetingelsen gjelder i intervallet (—1,1) :  y(0) = C

sd i dette intervallet har vi: ~ y = C(-<5) = C1=

Hva C er i de andre intervallene vet vi ikke for vi far to initialbetingelser til,

en i hvert intervall!

De som har laget oppgaven later ikke til a ha skjgnt dette...

Spgrsmalene er misvisende og ma sies a vare direkte feil, da

1) spesiell lgsning kan ikke finnes med bare en initialbetingelse

2) et valg av den oppgitte C er ikke nok til a grafe Igsningen y i hele definisjonsomradet

Uten tallverdi far vi:

— x—1 2 _
y=0C —»narx < 1

y = C1x nirx e (-1,1)

1+x

x—1
x+1°?

y=0C nar x > 1

2)

Meningslgst spgrsmal: Velger vi en C kan vi bare grafe i intervallet (-1, 1).
I de to andre intervallene er C; og C, fortsatt ukjente, men de som har laget
oppgaven tror apenbart at det er en C for alle intervaller...

Uansett, omtrent slik ser det ut:
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