Fagdag torsdag 30.04.2015

Flere treningsoppgaver i CAS:

Med lgsningsskisser

Oppgave 1

Bruk CAS til a bevise at gjennomsnittet av x-verdiene til nullpunktene er lik
gjennomsnittet av x-verdiene til vendepunktene i en fjerdegradsfunksjon pa
formen f(x) = k(x — a)(x — b)(x — ¢)(x — d).

Gjennomsnittet av x-verdiene til nullpunktene er da: “2t<d
CAS:
1 f(x):=k (x-a) (x-b) (x-¢) (x-d) Definerer funksjon.
2 f’x)=0 Betingelse for vendepunkt gir ligning
{x=...., x=.... } Lgs gir liste med to lgsninger
3 Sum[$2]/2 Sum[] pa listen i raden over
1 1 1 1 . o . . .
Sa+ b+ e+ d og divisjon gir svaret vi gnser.
Oppgave 2

Vi har gitt vektorene % = [2,a,0] og V = [3,¢,0].

Videre har vi gitt at [77 x V= log % - vV = 18.

a) Bruk CAS til a finne a og c.

W er posisjonsvektoren til et punkt i et plan gitt av ligningen z = 8.

b) Bestem volumet til et tetraeder som er utspent av vektorene i, v og w.
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w=(3,c,00
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=18

- ac+6=18

Juaw|=1

=~ |3a—2¢|=1

153, 54}

Les: {{a=3,c=4},{a=—2,5:—3},{3:—3,5:—4},{a=g,l:=g}}

7 W=0G hi3 der h=8, da u og vvil ligge i xy-planet hvis alle vektorene blir lagt med Origo som startpunkt
V=1 8/6
8
1
N .,
3

q Med w og volumformelen:

wi=(s 18

10 1
= t
8

be=|{u@vi™w|iG

A 3 2
T
S Ba—2¢|

473 absi3a- 20

4
Bttt a=3c=4; 5

(Byttet ut @ og ¢ med 3 og 4, ville fatt det samme med andre Igsninger av a og c.)

Oppgave 3

Bruk CAS pa denne oppgaven:
Tid: [ar] 1996 (t=0) | 2007 (t=11)
Bestand: [par] | 5 43

Tabellen viser en telling av antall fgdedyktige ulvepar i en bestand av ulver i det sentrale Idaho i
1996 (¢t = 0) 0og 2007 (¢t = 11).
I en modell for antall fgdedyktge ulvepar y som funksjon av tiden # (malt i antall ar etter 1996)
gjelder fglgende differensialligning:

y' = ky(y =4)(90 - y)
som er en variant av den logistiske differensialligningen, hvor vi i tillegg til a ha en gvre grense
for bestanden, ogsa har en minste grense som bestanden ikke ma komme under hvis den ikke skal
dg ut.
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k861 . . e .
% er en generell Igsning av differensialligningen. Finnes det en annen
e

Igsning? (Som ikke er dekket av alle mulige valg av C?)

a) Visaty =

b) Bestem k og C ut fra verdiene i tabellen.
c) Hva er den gvre grense for antallet fgdedyktige ulvepar i det sentrale Idaho?

d) Bruk modellen til & regne ut pa hvilket tidspunkt veksthastigheten er stgrst.
Hva er veksthastigheten pa dette tidspunktet?

d) I hvilket ar ville bestanden ha dgdd ut hvis det var 3 fgdedyktige ulvepar i 1996?

a) og b):
fitv=LasODEMN=k {42 (90-v) v 1]
1 . __4.:6&_86&::_9']
(t) := - cp e o6k ]
(=5
2
a e
.| 4ee—o0 _
ceg — 1
1 1i=43
3 a — D46k
. dcee - '5Il]=£l:‘l
Ccg e — 1
152, 53}
4
1 a7
Les: {{1:5 = —Bh.k = — 9416 In (3315)}}
5 mumerisk[$4,3]
=~ {{ceg = —85.k =0.0045}1}

a) Vi ser at Igsningen er den samme som i oppgaven, hvis vi skifter fortegn pa
konstantleddet og multipliserer med -1 oppe og nede i brgken.

b) Pa Fil, Innstillinger, Avrundinger bgr du sette minst 3 gjeldende siffer for a fa svarene
C = -850gk = 0.0045

9
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gify =4 (-85) exp(-86 0.0045 §)-90)/(-85 exp-86 0.0045 1-1)

340 e Tt 4 90

t) = ———
- &) 85 e—mmt 1

Grenseverdi[g, 1, inf]

= 90

9"=0

Las: {t = 13']3"?" |n(35)}

Mumerisk($8,3]

L {t=1L5}

g'{11.5)
= B.32

Vi definerer den spesielle Igsningen som g(t), der C og k har fatt numeriske verdier.

g(t) vil da bli vist i grafdelen.
Grenseverdien er barekraften 90.

d) Stgrst vekst i vendepunktet, som vi finner i linje 8,9 og 10:

8.3 ulvepar/ar

e) Regner med samme k = 0.0045 og definerer ny funksjon A(z).
Bestemmer deretter integrasjonskonstanten med 4(0) = 3 og lager

en ny spesiell lgsning i(x):

hity=i4 C exp(-86 0.0045 §)-300(C exp(-86 0.0045 t-1)

4Ceamt — 90

h(t) :== ———7———
- ( ) Ceodwmnt — 7]
17 | him=3
Migs: {C =87}

ift=(4 87 exp{-86 0.0045 §-900{87 exp (-85 0.0045 £-1)

348 o0t — 00

& = it) '== ———pp———
® §7e m' —1
qq | 10=0
MLgs: {t=3.405}

Bestanden dgr altsa ut etter ca. 3.5 ar.

Oppgave 4

FD CAS

Vi skal bruke CAS til & gjgre de omstendelige beregningene som beviser koordinatformlene for
skalarprodukt og vektorprodukt.

a)

Uten tap av generalitet lager vi to vektorer u og v fra Origo til A = (x4,y4,24) 0g

B = (xB,YB,2B).

Definer vi @ = OA og b = ﬁg’ kan vi med hjelp av cosinus-setningen skrive:

O_A)-ﬁzabcosaz aibi=c?

L — = —
der a, b og c er lengdene av henholdsvis OA, OB og BC.

H-P Ulven

2

4av 8

fd_300415_cas_Is.tex



FD CAS

Bruk CAS til a regne ut % uttrykt ved koordinatene til A og B, og vis at dette gir
koordinatformelen for skalarproduktet.

A=l Ay AT A
1 v
= (xa,ya:Za) AESREEE
Ei=tx_By_BzB 5 o
- R s | —vatye
= (xp.ym:Zn) —zatze
OA=Vekior]4] a=Lengde[0A]
Xa L [ 2 2 2.
B I s SRR+
Zn
h=Lengde[0OB]
QB =vektor[E] 7 ’
f2 02, 2
= bty +z
; - \VXg +Ye+2Zp
- Ye
zp t=Lengde[B]
8 2 2 3
AB=0EB - DA = \/(=xa+xe)" +(—ya+ye) +(—za+z8)
§ S trykkc=(at2 +hA2-c42)02
+(_YA+YB g HihElgedhlasta)
. —ZA+1ZB = XaXxp+yayep+zazp

b)

-5 -7 . o JR -
Vektorproduktet v = a x b er definert av at w skal sta normalt pa a og b.
I tillegg skal lengden vere lik [7/l= absina.
Definer % som [x,y,z], og bruk betingelsene over til a vise koordinatformelen for
vektorproduktet.

Hvorfor far vi to 1gsninger her?

U=y

gt

ur0A=0

—> XaX+yayt+zaz=10

U*0B=0

~ xpx+ypy+zpz=10

Lengde[u]"2= 042 OB 2- (OATOE)"2

- Aty =yl+h ki v+ v —2xaxpya

LesiF11, $12, $13300 v, 2]

=~ {{x=yazp—ypZA. Y= —XaZp+ XpZa.Z=XpYp — X YA} {X = —¥ya Z

Burde sagt at jeg unngar bruken av sin i betingelsen ved a bruke arealformelen

_)2_)2 Syl - . . . . .
\/ OA OB - (OA - OB)? istedenfor absina i tredje betingelse.

Se ogsa neste oppgave hvor denne bevises.
(Gar an a bruke vinkel men GeoGebra klarer ikke de store utregningene som dette
resulterer i, dessverre...)
Far to lgsninger, pa grunn av at betingelsen er gitt med tallverdi, slik at vi far

bade ¥

H-P Ulven
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Oppgave 5

a) Bruk definisjonene av vektor- og skalarprodukt til a bevise at:
W x VI + (@ - V)2 = [PV,

b) Gitt punktene O = (0,0,0), A = (a,0,0), B = (0,5,0) og C = (0,0,c).
Bruk CAS til a bevise denne sammenhengen mellom arealene:
Adap +Abac + Apsc = Alsc
(Tips: Bruk arealformelen som fglger av oppgave a: [ x V= ‘/ [WIPV12 - (7 - V)?2.)

c¢) Bruk CAS til a vise at normalvektoren til planet o gjennom A, B og C blir
7 = [be,ac,ab)
d) Bruk CAS til a vise at ligningen til @ kan skrives < + % + <=1

e) Bruk CAS til a finne avstanden fra « til Origo.

a)

=0 UY_UT_u)

WYY I

2 Xy
- Yu
z\l’

WS =|uayh 2+ Ut

st mpeb R okl L i bl byl bl byl Ll

HE =1t 22

= mptag s Lk Lo g Ll 2 Ll el Lylal L)

5 | ws-Hs

= 0

b)
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g | =00,00) OC:=Vektar[D,C]
5| = (0,0,0) 12 0
A=(a,0,0) e
7
= (a,0,0) AB=Wektor]4,B]
Bi=(0,b,0) 13 —a
g e b
~ (0,b,0) 0
C=(0,0,c) AC=Wektora, T
g
- (U._.U._.l:) 14 —a
s 0
Om=Vektor[0,4] £
10 ( g ) A_{OABY=sar{0A 208" 2- (OA*O B 2)i2
e
0 13 1
5 5 la| [b]
OB =Vekior[2,B]
4 A_{OACE=SGIHIOAN I 0CA2-(OAR DM
17
N ( : ) i ;
0 + 5 lal el
A_{OACE=sgIOM 2002 (OAFO N2
16 1
~ 5 [al I
A_{OBCE=sqr{DBA 2002 (OB+O I
17 1
w5 b |e|
A_{ABCH= SOR(AB ZACH2- (ABACIN TN
18 1 —
el vatbl+alc?4blc?
§15%+ §16%+ §17°
19 1 5,5, 1 5, 1 5,
- Eah+Eal:—|—ﬂ—h|:
18
20 1
- 1 (az b2 —|—E|2 |:z—|—hz l:z)
c)
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n=ABaAC
2 bc
- ac
ab
(e-ay, D n=0
22
- —abc+4+abzd4acy+bcx=10
23 | d) Divisjon med abc gir gnsket svari linjen over
24 | &) Projiserer vektor fra punkti planet (&) til Origo ned péd normalvektoren:
ahs(vektorfs, O niln[)
25 ||
‘*lallhl-zzzzzz
v [a2 b +a? c2 4+ b? 2|
26 | Eller med arealfarmelen:
ahs({0+0+0-abcylnf
a7 |abe|
v/ |2t b2 +-a? c2 4 b2 c?|
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