Formelsamling R2

Formelsamling i matematikk - R2

Ulven 24.09.2014
(Under arbeid...)

Veer snill a rapportere eventuelle feil!
Her vil jeg prove a fa samlet alle formler jeg mener dere kan ha nytte av bade pa eksamen og i fremtidige
studier.
Jeg vil merke formler som er i utkanten av lereplanen med **%*.
Jeg vil ogsa henvise til oppgaver i lereverket som eksemplifiserer spesielle formler.

Vektorer

Innskuddssetningen:

Finne koordinater til punkt ved a ga fra Origo O = (0,0) langs kjente punkt og vektorer:

—_— — — —
OP = OA+AB +...+ZP = [x,y] & P = (x,y)

Skalarprodukt:

- - — =
u-+v =lulvicosa = x,x, + yuyv + ZuZv

Lengde:

— - —
U= Vi + U = Jx2+y2+272

Normale:

- o - -
u-v

5
ulLv e =0 (Ekvivalens forutsetter at vi definerer: 0 star normalt pa

alt!)

Parallelle:

—
UV = U =kv (ellerxvV =0 )

P, Q og R pa linje:
PO|OR < PO = kOR  (eller PO x OR = 0)
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Formelsamling R2

Projeksjonen av 7 pa v :

p = llcosa = =71
vl
- S 7231 R B S L L e
p=pe= - TV = -2 v
w7 I
Vinkel:
v
cosSa = ==
[ullvl
Vektorprodukt:
—_ - —
ex ey e;
o S B ]
W=UXvV =1|Xy, Yu Zu = b7qu _Zuyv,_(quv _Zuxv),xuyv —nyv]
Xv Yy Qv

Lengden av vektorproduktet:

Regnes enklest ut med: |W| = J|7|2|7|2— (i V)2

Areal av trekant og parallellogram utspent av i/ og vV

Areal x| = [[7|’[7] - @7
(Trekant blir selvfglgelig halvparten av dette.)

(Gjelder ogsa i planet selvom vektorproduktet ikke er definert,
da uttrykket under rottegnet er definert uansett!)

parallellogram = |

Avstand fra et punkt P til en linje 1 i planet:

Lag en normalvektor 7. (Bytt x — og y —koordinat og bytt fortegn pa en av dem!)
- —_—

Hvis A er et punkt pa linjen har vi: AP « 70 = |AP| . |ﬁ>| - cos(a)

|ﬁ|-|7|-cos(a)

=
|7

—

Avstanden vi sgker: d = ||ﬁ| cos(a)| =

P.
e
n

-
n

Avstand fra et punkt P til en linje 1 i rommet:

Metoden over virker ikke, da det er uendelig mange normalvektorer til en linje i rommet.

Punkt A p4 linjen og retningsvektor 7°:
|

d = Areal utspent av AP og?
71 [7] |7]

(Kan ogsa brukes i planet da arealformelen (rottegnet) gjelder i planet ogsa

selvom ikke vektorproduktet er definert.)
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Ligning for plan:

Gitt punkt i planet A(x,,y4,24), normalvektor 7 = [a,b,c] og P(x,y,z) et fritt punkt i planet
—
AP = [X = X4,V = YarZ — Za)
- o o o —
AP ma sta normalt pa # for alle P:
—
HWeAP =0 & [Xx—X0,y — Yar 2 — Zal[a,b,c] =0 & ax —ax, +by —by, +cz—cza = 0
ax+bx +cy+ (—ax, — by, — cz,) = 0
Eller ax + bx +cy+d = 0derd = —ax, — by, — cz4

Ligning for plan, gitt tre punkter A,B,C:
—> —_— N L —
Lag AB og AC.Finn en normalvektor n = [a,b,c] som n = AB x AC.

Parameterfremstilling for plan som inneholder punktet P = (x,,y,,z,) og vektorene @ og V.
Vektorligning:  [x,y,2] = [Xp,Vp,2p] + U + £V

X = Xp + 85X, +1x,
Parameterfremstilling: Y=y +Syu+ 1y,

Z=2p+5Zu+12y

Avstand fra punkt til plan

Metoden er helt analog med projeksjonsformelen for avstanden fra et punkt til en linje i planet:
d = | AP

=
|7

lax,+byp+czp+d|
eller d = Xrprciptd

Ja2+b2+c?

Volum av parallellepiped utspent av i/, vV og w:

Firkantet pyramide blir en tredjedel av dette.
Trekantet pyramide blir en sjettedel av dette.

—_— — —

A,B,C og D i samme plan: (ABxAC)-AD =0 (Utspenner et flatt parallellepiped med
volum 0...)

Parallelle plan:

To plan & og S er parallelle hvis normalvektorene er parallelle: 7, = k l’l_ﬁ)

Vinkelen mellom to plan:

Finner vinkelen v mellom normalvektorene til planene.
0°<v<90°: v er vinkelen mellom planene
90 < v < 180° : 180° — v er vinkelen mellom planene

Ulven 07.06.10 3av 18 formler_r2.tex



Formelsamling R2

Vinkelen mellom plan og linje:

Finner vinkelen # mellom normalvektor til plan og retningsvektor til linje.
B <90°: 90° — B er vinkelen mellom planet og linjen
90° < p*: B —90° er vinkelen mellom planet og linjen

Avstanden mellom to linjer / og m:

Med P og Q pa hver sin linje, er avstanden projeksjonen av P_Q) pa en normalvektor til
linjene:
d =

—
|PG-r

- —
FiXrm

Viktig:

Mange av avstandsformlene har tall-verditegn som i oppgaver kan gi ligninger av typen:
lat + bl= ¢

Pass pa ikke a miste lgsninger ved a gjgre fglgende omformulering:
lat+bl=c < at+b =cVat+b = —c

Kurver i rommet:

Vektorligning:

Vektor fra origo til et punkt pa linjen gjennom A (X4, Ya,24) 0g B(Xp,V5,25)
— — —_—
OP = OA +tAB
[X,y] = [xd’ymZa] + t[Xb —XasYb — Yaslb — Za]

Parameterfremstilling:

X =xq+ (xp — x4t

Y =Ya+ b —ya)t
=24+ (Zb _Za)t

x = x(1)
Parameterfremstillingen y = y(1) og vektorfunksjonen 7 (t) = [x(1),y(t),z(1)]
z=2z(1)

representerer det samme, koordinatene til et punkt P = (x,y) som beveger seg langs en
kurve.

Den deriverte av posisjonsvektoren ?l(t) = [x'(1),y'(¢),7'(t)] kan brukes til flere ting:
/
@ Finne hastighetsvektoren V() = 7 (¢), nar vi har en fysisk gjenstand som beveger seg og ¢
er tiden

® Finne banefarten | V()| = /(x'(1)? + (¢'())? + (2'(1))?
® Finne en tangentvektor _r’,(t) til en kurve som funksjon av t.
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Deriverer vi en gang til, far vi akselerajonsvektoren i et punkt pa kurven:

20 =7"(0) = K" 0).y"(0,2" )]

Kuleflate:

(x—x5)>+(—ys)*+(z—z5)> = R?

Volum av kulesegment:
V =2nRh

Algebra

Tre typer fglger/rekker:

@ Aritmetiske
a, =a;+dn-1)
Sn = (al + an)%
Rekursiv definisjon: a, = a,-1 +d
Sjekk: Er differansen mellom alle ledd konstant?

d = ady) — a1 = d3z —dy = d4 — Aaj =...7

® Geometriske
an, = ajk™!
S,,zalkkn_—‘l1 - S=%nﬁrn—>oo,hvis—l<k<1@k2<1
Rekursiv definisjon: a, = a,-1 < k
Sjekk: Er forholdet mellom to pafglgende ledd konstant?

k=2=2=22=..72
aj az as
® '"Andre", eksempelvis:

- Harmonisk fglge: a, = --. Tilsvarende rekke divergerer, selvom fglgen er konvergent!
Eks: Er + + + + - +... konvergent? Nei, fordi den bare er 1 + 4 + 4 = - mindre
enn den harmoniske, og den gker over alle grenser. (Sammenligningskriteriet.)

- Trekanttallene, som er summen av » fgrste heltallene: a, = @
= ( ";1 > i Pascals trekant.

- Tetraedertallene, som er summen av n fgrste trekanttall: a, =
= ( ";2 > i Pascals trekant.

- Kvadrattallene, som er summen av 7 fgrste oddetall: a, = n* = 3" (2n—1)

- Pyramidetallene, som er summen av de n fgrste kvadrattallene:

n(2n+1)(n+1
ap = +n*+tn’+1Ln= 2Qnt))) 6)( )

(Se lenger ned under lommeregner eller GeoGebra.)

n(n+1)(n+2)
6

Differanser

er ofte nyttige selv om fglgen ikke er aritmetisk, sa la oss generalisere litt:

Viserpaa, : 0,2,6,12,20,30,42,...
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Differanser av differanser: A®(a,) 2222 |2 |...
Differanser: A(a,) = d; = aps1 —an, |2 46| 8 |10 12
Folge:a, = ay+ 3" "'d; - 0 2]6]12/20]30 42

Sum: A, =A1+Zf'_1a-: 0/0/2] 8 |20[40|70 112

(Obs: Summefglgene A, litt forskjgvet i forhold til den vanlige rekken
Sn = Z, , @i = Aus — Ay for 4 fd konsekvenst system med differanser.)

Differansene er en line@r funksjon (forste grad)
Differansene av differansene er en konstant funksjon (Ote grad)
Graden synker med en per differanse, altsa ma a,vere en andregradsfunksjon av n!
Vi ser ogsa at summefglgen A, har a, som differansefglge og derfor ma vere en
tredjegradsfunksjon av n. Dermed er ogsa S, = Zlil a; en tredjegradsfunksjon.
(Kj enner vienA, kan vi finne den vanlige rekkesummen ut fra:

n+l A1+Z A1+Sn <:>Sn :An+l_Al-)

Vi ma altsd bestemme a,b og cia, = an’* + bn+c
ellera,b,c,di S, = an® +bn*+cn+d

Nok med tre punkter pa funksjonsgrafen: (1,0),(2,2),(3,6) for a finne a, med regresjon:
Ti-8x-kalkulatorer:

{1,2,3} STO>L1 Liste med uavhengig variabel n
{0,2,6} STO>L2 Liste med avhengig variabel a,
STAT, CALC, 5:QuadReg L.1,1.2

eller i GeoGebra:

L={(190)9(292)9(396)}
a(x)=regpoly[L,2]

Vifar:a, =n’>-n=n(n-1)
Mer formelt har vi:
A(An) =A —An = ay

Da har vi at rekken:

a)+ay+as+...+a, = (A2 —A1) + (A3 —Az) +...+(An+1 —An) = A, — A
da alle ledd unntatt A; og A,+; forekommer to ganger med motsatt fortegn og derfor kanselleres!
Sagt pa en annen mate:

Sy = Z, L @i = Apsi — Ay, hvis A, oppfyller kravet A(A,) = Ay — A, = a,

(Som minner om: IZf(x)dx =F(b)-F(a) og F'(x)=f(x)"

Summering av rekker (nar vi har funksjonsuttrykk):
Sy =20 aidera, = 220
a(i):=n (n+1)/2
Sum(a(i),i,1,50) gir 22100 i GeoGebra
Sum(a(i),i,1,n) gir  +n*+2n’+5n

Finne eksplisitt definisjon nar vi har rekursiv definisjon:
Rekke har differanser som er kvadrattall, altsa rekursiv definisjon

Ulven 07.06.10 6av 18 formler_r2.tex



Formelsamling R2

{an = an-1 +n?,  ay = 1}eller {a,y = a, + (n+1)2, a =1}
Differanser: dy = an1—a, = (n+1)?
Formelen a, = a; + Z:-: d; gir da i GeoGebra CAS:

d(n):=(n+1)"2
a(n):=1+Sum(d(i),i,1,n-1) gir  +n’+In’+{n

Praktiske oppgaver:

"Tabell-oppgaver'':
Oppgaver med akkumulering av penger, medisin, dopingmidler, tilfgrsel av gift o.s.v.

Noe avtar med k i hver tidsenhet og en ny dose d tilfgres i hver tidsenhet. Hvor mye
akkumuleres over tid?

Rekursivt: {a, = ap-1k+d,a, = d}

Lag tabell:

1123 |4 |...|n
d |dk|dk?® | dk’|...|dk"!
d |dk |dk?|...|dk">

d |dk |... ...
d |...|dk?

dk

d

Akkumulert sum (siste kolonne): a, = d + dk + dk* + dk™",
geometrisk rekke med a; = d, k og n ledd slik at: a, = d"]:_—‘ll.

En variant er nar vi har en startverdi a istedenfor d, eksempelvis en dyrebestand
der det skytes en fast kvote hvert ar (d negativ) og vekstfaktoren i bestanden
er k (ut fra fedte/dgde): {a, = a, an = ap1k+dy

112 |3 4 5 7}
a |ak|ak®|ak®|ak* | ... | ak"!
d |dk |dk?|dik®|...|dk"?
d \|dk |dk*|...|dk"3
d |dk |...|...
d | ...|dk*
dk
d
Altsa en geometrisk rekke (d + dk + dk? + dk"?) og et ledd ak"!,
sa vi far:

n—1_ _
ap = d= + ak™!

Variant av geometrisk rekke:
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Vanlig geometrisk: S, = a + ak + ak® +...+ak""!
En variant: S, = a+2ak + 3ak* +...+nak"!
Ogsa her er tabell lurt:
S, = a+ak+ak®+...+ak"" +
ak + ak? +...+ak"" +
ak? +...+ak™" +

+ak"!
Radvis:
n_ n—1_ n-2_ _
= at=l + ak =L + ak? L + ak!
_ k-1 k'—k k"—k2 kg1
=a o ta k-1 ta k=1 ta k-1

= (k" = (1 +k+ k> + k")
= 2 Ok = £55) = A (k™ — (n+ DR+ 1)

Okonomiske beregninger:

Stort sett ligninger med geometriske rekker: Tegn figurer/tabell som vist over
og finn a,, k og antall ledd, n!

Induksjonsbevis:
Eksempel: ~ Vise at summen av n tall i fglgen a, = ﬁ erS, =1- ni :
n=1: alzl—fzzé, S]II—I—LI% OK!
ntiln+1 : M4 vise at Sy = 1 — ﬁ hvis vi antar at S, = 1 — nil
_ _ 1 1 _ (n+2)+1 i
Spst = Sp+ @ =1 -5+ i D)(2) 1= (n+1)(n+2)) -
n+l _ 1 _ _1
1- (+)(nv2) -5 OK!
[ [J
Trigonometri

Tegn sirkler nar dere arbeider med sinus, cosinus og tangens ligninger!
Husk at ligninger med sinx/cosx/tanx har to lgsninger i hvert omlgp, mens
sinnx, cos nx, tan nx har 2n lgsninger i hvert omlgp.

sinx:x=oaVx=mr—a (Symmetrisk om x-aksen)
cosx:x = aVx=2n—a(eller—a) (Symmetrisk om y-aksen)

tanx: x =oaVx=a+7x (Symmetrisk om origo)

Eksakte trigonometriske verdier

v 0o 150 | 18 [30°]45° 600 72° | 75 | 90°
sinv | 0 @ ﬁ4‘1 1 % % J§8+5 @ ]
cosv| 1 # 58*5 % % 1 J?4—1 @ 0
tanv | 0 % % 1 | J3 % o

Vi ma kunne sinus, cosinus og tangens for 0,30,45,60 og 90 grader i hodet.
(Skader ikke a kjenne til 15, 18,72 og 75 ogsa :-)
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Absolutt vinkelmal:

y[e] = 280ulred] v[rad] = ”l';g] (v bare maéltall her)
0° | 15° ] 18°|30°|45°|60°|72°|75°|90° | 180° | 270° | 360°
T T T T T 21 S5 T 3
Tl |6 |4 5|5 || || 2
Ulven 07.06.10 9av 18
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Trigonometriske omforminger

De formlene vi bgr kjenne til er disse:

Sammenheng: Hvorfor:
I: sin’x + cos?x = 1 Trekant med hypotenus 1,Pythagoras
tanx = 0L an2x = —L— — "

Cosx ? 2

COS™X

sin(4- —x) = cosx

cos(4 —x) = sinx

1 n
tanx

tan(4 —x) =

sin(mr — x) = sinx Definisjonssirkelen

"

cos(2r — x) = cosx

tan(x + ) = tanx

: _ tanx . Qy 2
sinx = —2oX Trekant: Sider 1,tanx og4/1 + tan®x
+4 1+tan2x ’ g
1 n
COSx = ————
+4T+tan2x

II: cos(u £ v) = cosucosv F sinusinv

IIL: sin(u = v) = sinucosv * cosusiny

IV: tan(u + v) = 2 I—II og divisjon med cosucosv
V: cos2v = cos?v — sin’v

— 2cos2y — 1 Il med u = v og deretter I (se 2.244)
=1-2sin’v

VI: sin2y = 2sinvcosv IMImedu =v

tan2v = % IVmedu = v

VIL: cosy = + [l V Igst m.h.p. cosv

VIIL: siny = + [1eosdv V lgst m.h.p. sinv

V-VII:
cos2v = 2cos?v — 1 < cos?y = B o cosy = /_1+c<2>82v

Kan ogsa formuleres slik: (formel for halve vinkel)

COS(%) =+ [ 1+c2<>sx

V-VIII:
— 1 _ 12 sa2., _ _1-cos2y : -+ 1—cos2v
cos2v = 1 —2sin“v < sin“y = —5 & siny =+ [0

Kan ogsa formuleres slik: (formel for halve vinkel)

sin(%) = £ [158x
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Funksjoner
Derivasjon:
f'(x) = limaxo % = limayo ﬂx#‘i‘f(’“)
()Cr)/ — rx"—l (lnx)/ _ % (ex)/ _ o
(a*)' = a*Ina (sinx)" = cosx | (cosx)' = —sinx
(tanx)' = coiZX = tan’x + 1

Generelle derivasjonsregler:

(af(x) + bg(x))" = af (x) + bg'(x)
flax +b)' = af(ax + b) (Vha. kjerneregel)

wv) = u'v+uw'

! !
(i)/ _ uv-uy
v V2

f@ =f-g'x) der u=g)

Periodiske funksjoner

asin(cx) + beos(ex) = d
kan gjgres om til:

Ja® + b? sin(cx + @) = d, der tang = £ og ¢ er i kvadranten til punktet (a, b).
eller

va* +b?* cos(cx — @) = d, der tang = < og ¢ er i kvadranten til punktet (b,a).

Konstruksjon av f(x) = Asin(cx + @) + L= Asin(c(x — ¢)) + L ut fra avlesningene:
T, fmax»fmin 0g faseforskyving ¢ (= £):

Amplitude: A = Lmfmn
Likevektslinje: L = Lz
2n

Omlgpshastigheten: ¢ = < «<Les av periode:T = 2z

Faseforskyvning: ¢ = c¢ <Les av faseforskyving: ¢ = <

(Hvis forskyvning ¢ er vanskelig a lese av, kan man lese av hvor f(x,) = d (krysning av
likevektslinjen,

eventuelt f(x2) = fmin eller f(x3) = fmax), OZ regne ut:

cxi+¢ =0= ¢ =—cxeventueltcxo + ¢ = L ellerexs +¢ = £)
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Modellering og regresjon:
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Funksjonstype: Lommeregner (TI): | GeoGebra (pre-release):
fx) =ax+b LinReg LL1,1.2 RegPoly[L,1]
flx) = ax®> +bx+c QuadReg L1,1.2 RegPoly[L,2]
flx) = ax®* +bx* +cx +d CubicReg L1,L.2 RegPoly[L,3]
flx) = ax* + bx* + cx* +dx +e| QuartReg L1,1.2 RegPoly[L,4]
fix) =a+blnx LnReg L1,L.2 Reglog[L]
fx) = ae® ExpReg L1,1.2 RegEksp[L]
fx) = ax? PwrReg L1,L.2 RegPot[L]
fx) = L+ Asin(cx + @) SinReg L1,1.2 RegSin[L]
fx) = —— Logistic L1,1.2 ReglLogist[L]
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Integraler

Definisjon av ubestemt integral: F(x) = j fx)dx < F'(x) = f(x)
Definisjon av bestemt integral (rektangler):
b : n H b—a
Iaf(x) dx = lima, Zizlf(x,-)Ax, der x;=a+({—-1)Ax, Ax = =4
Utregning i praksis: Fundamentalteoremet i analysen (funksjonslaren):
['f0) = F) - Fl@)  der  F'(x) = flx)
Areal under kurve avgrenset av x-aksen, f(x),x = aogx=b: A= IZ f(x) dx

Under x-akse: A = “Z f(x)dx|

Mellom f(x) og g(x): A= IZ(f(x) —gx)) dx, fx) > gx)nara < x < b

Volum: V= .[ZA(x) dx, der A(x) er formelen for arealet av en snittflate i romlegemet
normalt pa x-aksen.

Spesialtilfelle: Omdreiningslegeme:  A(x) = n(f(x))? som gir: V = 7r'fZ(f(x))2 dx

Tilnerming: A = Y fx)Ax, der  xi=a+(i-1)Ax, Ax = L=

Do n = '[i;(l_s flx)dx,  dera, = f(n) og f(n) er relativt stor ift. Ax = 1.

Gjennomsnittsverdi: - IZ f(x) dx

Ubestemte integraler:
(Alle skal selvfglgelig i tillegg ha: "+C"!)
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f(x) [forydx fx) [ fx)dx
k kx — alnlx — bl
X );J:ll .| tanZx tanx — x
xl=41 Inlx] cos?x | [(L + %(z’o)dx = £ 4 sk
e* er sinzx J‘(% _ coséZx) )dx _ % _ Shfx
a' ing
Inx xInx —x
sinx —COoSx
cosXx sinx
tanx —In(cosx)
Generelle formler og metoder:
I(af(x) + bg(x)) dx = ajf(x)dx + bfg(x)dx
[fax + bydx = L& 4 € der F'(u) = flu).
Delvis integrasjon: ju’v =uv—uw'
Variabelskifte: j flwu' (x)dx = j flu)du, der du = u'(x)dx
. a - A B
Delbrgk: o = wp T e

(A og B finnes ved a lgse ligningssystem.)

Familier av funksjonstyper:

Polynom xx2, ...
Eksponential 5%, e, ...
Logaritmer log(x),In(x),...
Trigonometri | sin(x), cos(x),tan(x), ...

Hvis vi har forskjellige familier representert i integralet (som produkt) ligger det an til delvis
integrasjon!
Eksempler: J‘x cos(x)dx, .[xz In(x)dx, j e*sin(x)dx, ...

Valg av u og v: Velg v lik en funksjon som blir enklere etter derivasjon, eksempelvis

x,x2,... som blir en grad lavere hver gang

eller In(x), som blir % = x~! som ofte kan forkortes bort mot en annen x”.

Hvis det er samme type funksjon, eller sammensatte funksjoner, ligger det an til variabelskifte.

Eksempler: jcosz(x) sin(x)dx,j Jtan(x) ——d

Xy o
cos2(x)
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Valg av u: Let etter en del av uttrykket som er den deriverte av en annen del av uttrykket:
jcosz(x) sin(x)dx : Her er sin(x) omtrent den deriverte av cos(x) (bortsett fra fortegn), altsa:

u = cos(x)

e _ g _ _du
e sin(x) = dx ~inG)

Setter inn u og dx (ikke rgr resten):
3
J‘uzsin(x)L = —qudu = _MT3 + C — _ Cos (x) + C

—sin(x) 3

Delvis integrasjon:

Valg av u og v:
Velg v lik en funksjon som blir enklere etter derivasjon, eksempelvis x,x2,...
som blir en grad lavere hver gang eller
In(x), som har L = x! som derivert, og 1 kan ofte forkortes bort mot en annen x i x".

Tre viktige eksempler:

Eksempel 1:
Polynomfunksjoner (x") blir enklere ved derivasjon og er derfor kandidater for v:

I = jx « sin(x)dx u' = sin(x) = u = —cos(x), v=x=>v=1
I = —cos(x)x — I(—cos(x))ldx = —xcos(x) + Icos(x)dx = —xcos(x) + sin(x) + C

Eksempel 2
Logaritmefunksjoner blir enklere ved derivasjon og er derfor kandidater for v:

4
IZIXSIH(X)dX u =x3:>u:x7, v:]nx:)v’:%

I=%Inx— |2 Lldx = L Inx— 1 [x3de = £ Inx-

1t - xt _oxt
44+C— 4lnx 16+C

Eksempel 3:
Eksponentialfunksjoner og trigonometriske funksjoner "gjentar seg" og vi ma derfor
gjore delvis integrasjon i "to runder":

I = Iexsinx(x)dx u' =e* = u= e, v = sinx = v = cosx

1) I = e*sinx — .[e’“ cosxdx = e*sinx — I,
2) I, =e*cosx— Iex(—sinx)dx = e*cosx + Iex sinxdx = e*cosx + 1

I = e*sinx — (e*cosx + ) < 2I = e*sinx — e*cosx <

I= %ex sinx — %excosx+ C
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Formelsamling R2

Differensialligninger

Eksakte DL: (6.1)

Differensialligninger som kan Igses direkte ved integrering:

Y =fx) ey =[fnd

Separable: (6.3)

Differensialligninger som kan omformes til: )y = g(x)
Integrasjon og kjerneregel gir lgsning:
[fo)y'dx = [g@dx <= [fy)dy = [g()dx = F(y) = G) + C.
der F'(y) = f(y) og G'(x) = g(x)
Integrerende faktor: (6.4)
Lineare differensialligninger pa formen: y' + p(x)y = q(x)
IF = e-[p(x)dx =eP®,  der P'(x) = p(x)
Multiplikasjonsregel gir igjen:
' e’ + yePOp(x) = g(x)e"™ = (ye'™)" = g(x)e" =

yeP® = Iq(x)ep(x)dx oy =etW jq(x)ep(")dx
Bruk av derivasjonsreglene for produkt og brek:

W' 4y = f) & () = fx) & xy = [fx)de = y = L [fx)dx
xy’_y:f(x)@xyx/—z_y:%@(%)/:%ﬁy:xjfi_?dx

(Hvis man har y? pa hgyre side: xy' —y = f(x)y?, kan ogsé
y_y% = f(x) & (5) = —f(x) vere aktuell.)

Med n heltallig gar ogsa:
xy' +ny = f(x) = Xy + "y = ! = () = ! =y =x" If(x)x"‘ldx
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Formelsamling R2

Xy —ny = fla) @ Y 2 )L e () = f) G ey = a7 [fa) -d

(xn)z x2

(Hvis n ikke er heltall, bruk integrerende faktor eller se Cauchy/Euler lenger ned.)

Andre ordens differensialligninger

Standardtilfellet med konstante koeffisienter

y"+ay'+b =0  harlgsningen:

y = Ce"* 4 De"* hvis 2 + ar + b = 0 har fo 1gsninger r; og r».

y = (Cx + D)e"* hvis 72 + ar + b = 0 bare har en lgsning ;.

y = e*(Csin Bx + Dcos Bx) | hvis r? + ar + b = 0 har komplekse lpsninger a + pi.

(Obs: Bi opptrer alltid i par (£fi), sa hvis det er komplekse lgsninger, sa er begge lgsningene
komplekse!
Vi kan ikke fa en reell og en kompleks lgsning!)

Reduksjon av orden nar y —leddet mangler

Eksempel med tredjeordens lineaer ligning:
y/// +2y/l +y/ _ 0

Nar y mangler kan vi skifte til u = y" og far en ny ligning av andre orden:
u"+2u' +u=0
Eksempel: '+ ()% =0
u=y gir: u +u®=0som er forsteordens og separabel:
_f(—u—lz)du = _fdx Su!'=x+D o u=—-

Tilbake til y:

Y = 25 <y =[Lydx = Inlx + DHE = Inlx + C1HC,

x+D x+D
Ligninger med potenser av y'
(y")? = 3x(y") + 2x> = 0 er ulinezr og vare metoder hittil takler ikke dette.
Men, det er en annengradsligning i y’, sd vi har:
G- -2x)=0=y =xVy =2

som gir oss to Igsninger: y = _fxdx = % +CVy= _fodx =x>+D
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Formelsamling R2

Diverse triks med variabelskifte:

Innfgre 2yy' = (y?)' = u/, u

Il
<

w=x+x3? () =2+2x> o u =2x+2xu = u -2xu=2x IF = e-[_zm =e

(ue™) =2xe™ < ue™ = [2xedx = C—e™
u=Ce" -1 @y:im

Flere triks

(Ikke i leereplan, men kan kanskje dukke opp varianter av dette pa eksamen?)
(Kan ogsa veere verdt a ta vare pa hvis man skal studere matematikk pa universitetet,
da ikke alle disse triksene er nevnt i standardverkene.)

#**Bernoulli’s ligning:
¥ +p(x)y = g(x)y"
Multiplikasjon med (1 — n)y™ gir:
(1 =n)y™y" +p)(1 = n)y™" = q(x)(1 - n)
Vi gjgr et variabelskifte: u = y!'™ som har u' = (1 — n)y™y’' og fér derfor:
u' +p(x)(1 —n)u = g(x)(1 —n) som kan lgses med integrerende faktor.
(Poenget er at vi har klart a fjerne y fra hgyre siden i den linezre ligningen!)
Eksempel:
y' +xy =y>  Multipliserer med (1 — n)y™ = —2y~>
—2y73y = 2xy? = -2
u' = 2xu = -2 som lgses med integrerende faktor.

##*Cauchy/Euler ligningen:

xy' + flx)y = g(x)

Variabelskifte:
x=e¢" < u=Inx som gir:
e _ 1 [ R TR NS NN
o - x Y T U T war T awx T Yux
Kan da gjgre om til:

xy,~ + fx)y = g(x) ellery), + f(e*)y = g(e")  Har skiftet ut x med u.
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***Homogene i X 0g y

(Her betyr "homogen" noen annet enn at differensialligningen har 0 pa hgyre side...)
y' = flx,y) der alle ledd har samme samlede potens av x og y slik at vi kan gjgre om til
y = f(v) ved 4 innfgre v = < etter 4 ha dividert alle ledd med en passende x”.

Da har vi: y = vxog y' = xv' + v og far derfor:

o' +v=fv) = I L dv:'l'%dx

fv)—v
Eksempel:
y
! Xy - / v y ! /
= = —X= S xv +v= V= =xv +v
Y x2+4y? 1+(3)2 1+v?° x Y
xv = v <:'|. L2 gy = —J.ldx =
1+v2 1+v2 1+v2 v3 x

[ +vDdy = [x'dx = —5- + Inbl= Inlx+D <

;—z =2In+ +2Inx+2InE (Ikke eksplisitt, men ligning for lgsningskurve.)
;—z = InCy? < x = +y,/InCy? (Kan altsé Igse som x = f(y))

*#+ gse med hensyn pa y og derivere

y =flx,y') blirda y =g(xy',y")  som ikke inneholder y og derfor

kan reduseres til en ny f@grsteordens ligning:
u=guu)medu =y ogu =y"

Denne kan vere enklere a lgse enn den opprinnelige.

*#+gse med hensyn pa y' og derivere

Farday" = g(x,v,y',y").
Hvis dette skal ha noen hensikt ma x eller y falle bort i derivasjonen.
Huvis y faller bort far vi u' = (x,u,u’)  med u = y' som ny variabel.

: S B ! o " _ du _ dudy _ 1
Hyvis x faller bort far vi u' = (y,u,u - u,) medu =y ogy =& = W a W

*#*+SKkifte fra x til y som uavhengig variabel
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. r_ 1 dx
Eksempel: Y =wme

Lgsning: x=Ce-y-1 (Ligning i x ogy.)

—x+ty S x—x=y

*#**Reduksjon av orden nar vi kjenner en spesiell lgsning

Denne metoden er ogsa den mest kjente for a takle andreordens differensialligninger som ikke
har konstante koeffisienter!

y' +p@)y +qx)y =0

Hyvis vi kjenner en spesiell lgsning yo (som vi ser er Igsning eller skjgnner er lgsning ut fra et
praktisk eksempel), sa kan vi innfgre y = u + yo og kan da skifte til variabelen u :

u"yy + 2yo +p)yo)u' =0  som er en ligning uten u og derfor kan reduseres til en
fgrste ordens ligning:

yov' + 2y + p(x)yo)v = 0 derv=u"ogy=u-yp
***Innfering av u = (y')? i ulinezre andreordens ligninger
Hyvis vi har ledd med y"y' og (y')? kan vi skifte til variabelen

u= "2, deru =2y'y"
(Kan eventuelt lage en slik ligning ved & multiplisere med y'.)

Eksempel:

",/

V'V -y =0=u' -2u=0
Dette trikset funker best hvis x eller y ikke forekommer, men ofte kan man fa integraler av

typen
y = ij Jf(x) dx som er vanskelige a lgse nar man gar tilbake til y fra u...

*#%%Autonom ligning - x mangler

f.yy") =0

d»
Innfgrery' =u  og y' =4 - ‘;—zj = uyu

Da far vi f(y,u,u - uy) = 0, som er fgrsteordens med y som uavhengig variabel.

Ulven 07.06.10 20 av 18 formler_r2.tex



