KS: Integraler

R2 - Kapittel 5 - Integraler
18.03.09

Finn integralene:
a) I(x + ;%)dx b) j %dx c)f e >dx

d) [x%Inx dx o [/ +1ax D

t(] e*t)’i

3+1

a) Ix+ %dx = f(x+4x‘3)dx = Xt +4i— 4

b [ dx_3szdx_3“ +C=6/x+C

¢) Variabelskifte: u = 2x = 4 = 2 < dx = &
J.e‘zxdx = —% fe”du = —%e” +C=C- %e‘z’“

d) Delvis: [xSInxdy = £ Inx - [ £ Ldx = L Inx— L [x¥dx = L Inx - £+ C

du— 332 — dx = L du
dx 3x

[x2x +1 dx—fxz,/_—du— 3fﬁdu=%” = (¥ +1)+C

e) Variabelskifte: u = x> + 1 =

NI"’|.\>\,;

f)1= ,[ o (1- eﬂ)% - I (1_21)3 dx

Varlabelsklfte Uu=1-e¢* = L — o — gy = A — e‘xdu

e*/\’
-3 11

I = — Ldu = fu du = =C 2 e
Gitt funksjonen F(x) = In(tanx).
a) Visat F'(x) = —— .
b) Finn det bestemte integralet: / = I ’ L

Z Sinxcosx
a) F(x) = Inu, u = tanx
T T I _ 1 _ 1
F (X) U o2y tanxcos2x SINE cog2x sinxcos.x

Ccosx

b)I = J‘” ————dx =§ [In(tanx)] = In(tan ) — In(tan %) =
lnf—lnl = lnﬁ = I3 ~0.549

2

a) Finn arealet avgrenset av grafen til f(x) = x> — 1 og x —aksen.

b) Finn arealet avgrenset av f(x) (i a) ) og g(x) = 2 — 2x.
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KS: Integraler

a) f(x) skjerer x —aksenia = —1 ogb = 1.

3

Areal, = |[1 (> = x| - |1 [2 2] =L -1-(L-(¢1)]=

|3—1+——1| |-+|=4=133

b) f(x) og g(x) skjarer hverandre ndr: x> -1 =2 -2x < x> +2x-3 =0 <
x=-3Vx=1

Avgrenset areal: (Tegn figur!!!)

J‘; g(x) — J:f(x)dx +Areal, =

[ ,@=20dc- [ (2 = dr+ 4 =5 (20— =[5 —x]

+
2-1-(6-9) - (L -(D-(Z-(3)) ++=2=10.

3

IV

Vi har en trekantet pyramide med grunnflate G og hgyde H.
Vi legger pyramiden i et 3-dimensjonalt koordinatsystem med toppunktet i Origo og slik at
alle punkter i grunnflaten ligger i planet x = 1.

Vi Kkaller arealet av en snittflate med x —koordinat x for A(x).
a) Forklar hvorfor Ag) = 2‘1—22
b) Bruk a) til 4 bevise at volumet av pyramiden er V = <.

A(X) _( )2: x2

a) Forholdet mellom arealene er kvadratet av det lineare forholdet:

b) A(x) = —x gir: V= f A(X)dx = & " rdx = G H[x—] = G H _ GH

H? Jo H? 0
Vv

I neste kapittel skal vi lere om sakalte differensialligninger.

Et eksempel pé en slik er: xy' +y=x?
Dette er en ligning hvor bade funksjonen y, dens deriverte y' og den uavhengige variabelen x
inngar.

A lgse denne ligningen vil si a finne en funksjon y = f(x) som passer i ligningen.

Vi skriver differensialligningen slik: yoex+y.l=x%

a) Forklar hvorfory « x = )‘3—3 + C.

b) Lgsningen av differensialligningen er derfor: y= % +<
Prov 4 lgse differensialligningen: xy' —y = x?

a) Produktregelen gir: (yx)' = y'x+yl = xy' +y
Da kan vi skrive (yx)' = x? og far ved integrasjon: yx = fxzdx = % +C

Lgsningen blir derfor y = % + £ etter divisjon med x.

b) Hvis vi dividerer med x? pé begge sider (mﬁ forutsette x # 0), far vi: < ’;y L -
Brgkregel gir oss da: (H'=1== jldx =x+C

)C

Altsd har vi Igsningen: y = x(x + C) = x> + Cx

Formler:
Definisjon av ubestemt integral: F(x) = j f(x)dx < F'(x) = fx)
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Definisjon av bestemt integral (rektangler):
[P0 dx = limaco X7 frdAx, der x=a+ (- DAy, Av= e

Utregning 1 praksis: Fundamentalteoremet 1 analysen (funksjonslaeren):

['f05) = Fb) - Fl@)  der  F'(x) = f(x)
Areal under kurve avgrenset av x-aksen, f(x),x =aogx =b: A= IZ f(x) dx

Volum: V= IzA(x) dx, der A(x) er formelen for arealet av en snittflate i romlegemet

normalt pa x-aksen.

Spesialtilfelle: Omdreiningslegeme:  A(x) = n(f(x))? som gir: V = 7r.[:(f(x))2 dx

Ubestemte integraler:
(Alle skal selvfglgelig i tillegg ha: "+C"!)

f(x) [ foodx f(x) [ fx)dx
k kx - alnlx — bl
X %,r +—1 tan’x tanx — x
xl=1 Inlxl cos?x J.(% + Cosézx) Ydx = & 4 s
e~ ex Sinzx J'(% _ coséZx) )dx _ % _ Silfx
a' ﬁ
Inx xlnx —x
sinx —COSX
CosX sinx
tanx —In(cosx)
Generelle formler og metoder:
j(af(x) + bg(x)) dx = ajf(x)dx +b fg(x)dx
[flkx) dx = LF(kx) + €, der F'(u) = flu)
Delvis integrasjon: ju’v =u —uw'
Variabelskifte: [fayu' (x)dx = [fu)du, — der du = u'(x)dx
. a _ _A B
Delbrgk: Cheg — wp T e

(A og B finnes ved a lgse ligningssystem.)
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